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Interaction électrons - phonons

I Approximation de Born - Oppenheimer

Considérons a nouveau I'namiltonien général d'un cristal:
(1) H :Te* +Ve’—e’ +Tion +\/ion—ion +Ve|—ion

La premiére approximation que nous avions effectuée est de supposer que les ions était
immobiles. Le probléme se résumait alors a un probléme purement électronique:

(2 H =T +V_ _+V__

e e e —e e —-ion

On désigne par R I'ensemble des positions des ions, c'est-a-dire que I'on a, si I'on suppose

les ions identiques de masse M:

@  R={R,.R]
On désigne de méme par 1 I'ensemble des positions de électrons:
(4) F={f,..f},avec N =2ZN,.

Imaginons alors que, pour R donné, on connaisse les vecteurs propres de H_ , notes
. (. R).

Décomposons alors les solutions de H sur la base de ces fonctions propres:
5 of.R)=Y x,(R,[F.R) avec HO-E® =0

L'équation aux valeurs propres de H implique alors:
()  HO—ED=H_®+[T,, Vi J® - ED, soit
(7) HO-E®D = z (En (Ii)_ E) n(ﬁh’n (F’ §)+ z (Tion +Vion—ion )ann

n

Si on multiplie cette relation par ¢ et que l'on intégre sur ', on obtient:

T, F.RIXR)),

® 0= (R)-E+Vew R+ S (0. R)

n

puisque Vi, Ne dépend pas de T .
Orona:
hZ No
9 Ton =~ A,
( ) on 2M £ R
et donc:

1  (y.[R)

Tion

T R

I I




On obtient au final:

(11) (En (R) -E +Vion—ion + Tion )Xn (ﬁ) + z Cn'ﬂXn (ﬁ) =0 !

avec c,, = A,, (ﬁ, ﬁ§)+ B.n (ﬁ) et

hz

(12 An==S (wo| D) T et
hz

(13) B, = —Z—Z@Unvlﬂiwn)r

L’approximation de Born — Oppenheimer revient alors a négliger les termes non diagonaux
C,,- On est alors ramene a I'équation aux valeurs propres:

(14) |_En (ﬁ)_ E +Vion—ion +Tion J)(n (Ii) = O’
ce qui correspond a la resolution des phonons dans un potentiel, ou E, est la contribution

de la distribution électronique a ce potentiel. Les x,sont donc les fonctions d'ondes des
phonons.

Autrement exprimé, cette approximation revient a négliger I'action de T, sur les fonction
d'ondes électroniques ¢, , ce qui revient a I'approximation de Born — Oppenheimer, et dans ce
cas t//(F, fz))((fe) est fonction propre de H.

Le terme adiabatique traduit le fait que le mouvement des ions est suffisament lent pour
qu'il n'y ait pas de couplage entre ¢/, et x,..

L'étude du couplage entre électrons et phonons revient alors a tenir compte des c,,,, .

A partir de maintenant, on notera:

(15 (F, ﬁ))(nj (ﬁ) =|n, j), ndésignant I'état électronique et j I'état de phonon.

[ Couplage électron — phonon

Dans le cadre de I'hypothése adiabatique, on a donc:

(16)  Hy =3 (ni[H[n, jin, j)n. g},

n,J
puisque les |n, j) sont vecteurs propres de H.

Par contre, en dehors de cette hypothese, H n'est plus diagonal dans cette base et s'écrit
donc tres généralement:

(A7) He =y > il in, ), j7
2,¢an 1]

On doit donc a présent calculer le terme:

(18 (n[H, ) = (WX H @ X )-

Or, dans le paragraphe précédent, on a vu que pour n# n’,

(19 (@o|H|WyXn ;) = Con X, & QUi implique que

@) (I )= (X o] Xy )

Conv




Par ailleurs, pour évaluer c

nn’?

il faut évaluer O, 41/ On suppose par ailleurs connues les
fonctions a I'équilibre, c'est-a-dire pour R = R, ¢/ et v _

ol =RO).
Lorsque I'on sort de I'équilibre, il apparait une modlflcatlon du potentiel donnée par:

(21) N ion = Ve sion (F B Ii) Ve Lion (F B IQ(O))

On va alors utiliser une technique de perturbation au premier ordre. Les fonction d'ondes
électroniques sont alors modifiées comme suit:

W\
@ b= 3ot il
Or on sait que
(23) oV = ZVV. G, , o0l G est le déplacement de I'ion i et W, = (ﬁive,_ion)ﬁzé(o),

au premier ordre en @, = R - R©
On adonc:

@ el s ge) Yl

On va donc effectuer un developpement au premier ordre en G, et donc en R . On a donc

acetordre B, =0, puisque A, est du second ordre.
Par ailleurs, on a, d'apres Iéquation (24):

(25 Oy, = an< r\)N_ E‘%”

ce qui implique que, d'aprés la définition (12) de A, :

(26) A, = Mz<wn W M “Mi

an ‘ _ " !

D'apres les conditions d' orthonormallsatlon, ona n"=n, et donc:

2 (OO0

. g0 _gl) i

n n

En se souvenant que, puisque B, =0 au premier ordre, on a c,, = A,,, ON va pouvoir
évaluer le terme (20):

28)  (n,j[H|n,j) —Z< M ‘w" ><)(

Iji‘Xn’,j‘>'

Ceci constitue donc la perturbatlon pour calculer la modification des fonctions
électroniques lors de petits déplacements des ions.

Posons alors H,,,, =T, Vi, |on+En(ﬁ)' Les fonctions propres de phonons sont
solutions de cet hamiltonien avec

(29)  HignXy =EqXy

nj



Par ailleurs, on a&

2
(30 Higoll = Higonh == [8,0]+(E, ~E, )i,

ion,n i jon,n"» Y

puisque V.., ne dépend que de U, et de n, et que T,,, ne dépend pas de n. On a donc,
d'apres les résultats sur les commutateurs:
2
(31) Hion,nUi - Hion,n‘Ui = _%D + (E En’)lji

On peut donc réexprimer le terme <an

0| Xwj-) en évaluant la moyenne de I'égalité (31)
entre ces deux vecteurs:

2
(32) (Enj - En'j')<)(nj l_ji ‘Xn]> = _%<an

ce qui se réecrit au premier ordre, puisque <an

Iji‘)(n’j’>+ (En - En')<an L_ji‘)(n'j'>’

Ui‘)(n,j,> est déja du premier ordre:

h? =
(33) _V</Ynj Di‘)(n'j'>:( E E )<an ‘an>
En insérant cette expression dans I'équation (28), on obtient finalement:

@ (il )= - B ), (x,

u“X”'i'>u

1 Couplage électrons — phonons dans les métaux
[11.1 Premiéres considérations

On considére une bande de conduction comportant N électrons, auxquels sont associés N
vecteurs d'ondes k;..k, . La fonction d'onde totale des N électrons s'obtient alors par un
déterminant de Slater:

35 @ =DlK..k)

En ce qui concerne les phonons, qui sont des bosons, leur fonction d'onde globale s'écrit:

@0 Xy =[]In)

Nous allons aborder le probleme du couplage de la maniere suivante : lors de l'interaction,
il y aura diffusion d'un électron d'un état Eio vers un état IZ’iO , et I'annihilation d'un boson dans
l'état A,, c'est-a-dire ‘n%> - ‘nAO —1>.

La correspondance avec les notations du paragraphe précédent se fait de la maniere

suivante: ( }
N j) o DKk ..ky | )TN0
b Hekdnf]
@n’, ) DKk, Ky —1>”|nA>

Par ailleurs, en seconde quantification:

1 . ey .
(38) —=—c. ¢ a, < |, i)nj



Il faut maintenant évaluer le terme (n, j[H|n’, j’).
Oronavudans le chapitre sur les phonons que, dans le cas d'un atome par maille:

On a donc, en posant /\O = (qo,so).

(40) <Xni U ‘Xn'j’> = \/%\/ﬁé/‘oei%ﬁ(o) ,
0

puisque le seul processus que I'on considére ici est lI'annihilation d'un phonon dans I'état
Ao

En ce qui concerne le terme électronique, on va faire I'hypothése des potentiels rigides,
c'est-a-dire que la forme du potentiel ne change pas si I'on déplace les ions (ceci est une
grosse approximation, qui peut ne pas étre compatible avec I'écrantage, en particulier). Ceci
s'écrit mathématiquement:

(4) Vi, (F' Ii)z ZU (Fi -R, )

On a alors, d'apres la définition (23) de VY/i(O) :

(39) Ui — (a 0s + a iG.R°

@  WO=y0.0(-R)=-3 0,0 -R)
et donc:

) (OO =~k [Buf-RO)K, )

Dorénavant, pour ne pas alourdir I'écriture, nous n'allons plus particulariser les indices
avec A, et i,.
On trouve donc finalement
(ni [H[ne ) 7) i

(44) r A 1
2MN Was ¥\ qs nq's

On peut alors supposer que la bande est bien décrite en terme d'ondes planes, c'est-a-dire

4 P 1 |‘F M 3 1 1 A A M 1A M 1 HH H
<r ‘k> :Ee"' . En fait, ceci n'est qu'un allegement supplémentaire d'écriture, I'utilisation
de fonctions de Bloch ne changeant rien a la physique du probléme, mais conduisant a des
écritures plus compliqueées.

Or, dans ce cas, on a:

(45  (k|ow (F-RrRO K== Iﬁd?’rei(ﬁ‘-ﬁ)fiu (F-R)

46 (kU (F-RrO

an (K Au(F - RO k) =

par intégration par parties.



Si on introduit alors la transformée de Fourier de U:
48) (g ———IU g

on obtient que:

(49 (kulr-RrO)k) = -'ﬁ(uz'-nz)u(lz’-lz)ei(ﬁ'-w )

Seul I'exponentielle dans cette expression dépend de l'indice i, ce qui signifie que lorsque
I'on va sommer sur i, on va avoir, selon le résultat bien connu:

(50) ze““@ —Ndkk d),

ol Sest le facteur de structure du réseau réciproque, cest-a-dire S(8)=1si KORR., 0
sinon.

On se retrouve finalement avec une expression, valable dans le cas d'un métal avec un seul

atome par maille, dans I'nypothése de potentiels rigides et dans une description en ondes
planes:

Y <n,i|H|n’r>|n’r><nj|=—,/ZM A ) SRV

D'ou, si I'on reprend I'expression (16), I'expression de I'namiltonien total:

o k'-k) .
(82) |HIT, = 2|\7;1|N > Seiq (eKle, ﬂ—)cpcgaqs

k.k7d,s w/wq,s

On peut refaire un calcul strictement identique, mais avec la création d'un phonon. Les
seules choses qui vont changer sont I'étape (40) du calcul précédent, mais puisque I'on créé un
phonon de vecteur d'onde —q, les termes comportant du g ne vont pas étre modifié, ainsi que

I'étape (38), ou le terme d'annihilation a, ;va étre transformé en a’; . .
On va donc avoir un hamiltonien global réunissant les processus de création et
d'annihilation d'un phonon:
6 Hen= 3tk gciclate v

k,k

avec g, ,[-K)= i W (e-R)ale-)

Rappelons a ce stade les hypotheses effectuées pour aboutir a cette expression:
- petits déplacements des ions

- processus d'interaction a deux électrons et un seul phonon

- cristal avec un atome par maille

- potentiels rigides

- traitement en ondes planes

On voit dans I'expression de I'hamiltonien qu'il y a alors deux types de processus qui vont
étre pris en compte dans ce cadre:

- les processus normaux, ot k’=K +§
- les processus Umklapp, oil k’=k +§+# , avec K JRR.



Ceci étant, dans les métaux, les processus dominants sont les processus normaux.
Remarquons que dans ce cas, il intervient dans I'hamiltonien un terme en (k’—k)éq =&, ce

qui signifie que les phonons transverses ne contribuent pas au couplage électrons — phonons
dans le cadre des processus normaux (ceci n'est bien entendu plus vrai dans le cas des
processus Umklapp).

[11.2 Effet du couplage électrons — phonons au premier ordre en perturbation

Dans un métal, on va donc négliger les processus Umklapp. L'hamiltonien de couplage va
donc s'écrire:

9 ulg
g (S))

+ + _ h
(54) He’—ph = z gqvSCIZﬂ]CR (aqrs + a‘qu) avec gq,s =l 2MN

k,g,s

£

En utilisant la regle d'or de Fermi, nous allons maintenant évaluer la probabilité pour qu'un
électron soit diffusé de I'état k vers I'état k + g avec annihilation d'un phonon §.
Ona:
- 271/~ _
hil — =
69 = 2ran -, o)

KK+q 25(E =" _hwq)

K+3
Ceci se réécrit, en utilisant I'expression (54) de l'interaction:

annihil  _ 27 s)|? S
(56) P -7\90 nqd(Em ~E, -hal?)

K,K+d g

On peut de méme évaluer la probabilité de diffusion d'un électron de k vers k —gavec
création d'un phonon q:

(57) P = %‘g&%’ (n, +20lE, , ~E, +heo)

Or, on a, d'apres le cours sur les phonons:

- [&f =l

- Wy =G

Et de plus, comme U est réel, [a(-q) =[u(a), ce qui implique que ‘gf}’ = ‘gés) .On adonc
finalement:

) R = %‘gés) “ny +2)o (ER—q —E +h“’q)

Remarque : a température nulle, il n'y pas de phonons, ni de couplage électrons — phonons.
En effet:

pe™™ O} - 0 car ny O[T}, -0

pereaten [ 1M — 0, puisque avec une statistique de Fermi — Dirac pour les électrons, on
doit avoir E; < E;q €t B, ~E;+ha, =0 avec e, >0, ce qui est impossible
(violation de la conservation de I'énergie).






