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Effet de l’échantillonnage et de la troncation
sur le spectre d’un signal

Les signaux réels utilisés en physique sont de plus en plus souvent traités de façon numérique.
Pour cela, il est nécessaire d’échantillonner le signal. De plus, ce dernier sera
systématiquement tronqués. En effet, on ne connaît sa valeur que sur une plage de temps
restreinte et on doit limiter le nombre de points à mémoriser.

L’échantillonnage.
I. Expression d’un signal échantillonné.

On considère un signal f(t) continu (par opposition à discret !) que nous allons
échantillonner, en prenant une valeur aux instants k.Te (k∈Ζ ). Le signal échantillonné sera
noté f*(t).

Pour représenter mathématiquement le signal f*(t), on va supposer que ce dernier est
équivalent à une somme d’impulsions rectangulaires étroites (largeur Te), centrées sur les
instants k.Te et d’amplitude f(k.Te). Chacune de ces impulsions peut être représentée par une
impulsion de Dirac, elle aussi centrée sur k.Te et « d’ amplitude » égale à l’aire des impulsions
(à savoir Te.f(k.Te)). On arrive donc à l’expression
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où ∐(t) est le peigne de Dirac.

II. Spectre du signal échantillonné.

Le spectre du signal échantillonnée va être obtenu à partir du produit de convolution du
signal analogique par le peigne de Dirac (échantillonnage à période Te), le tout multiplié par
Te.

I.1. Spectre du peigne de Dirac.
Cette fonction est périodique et peut donc se décomposer en série de Fourier. En utilisant

la représentation complexe, on trouve
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La transformée de Fourier de cette fonction est directe et donne
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I.2. Transformée de Fourier du signal échantillonné.
Il s’agit d’un produit de convolution ce qui donne
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On constate donc qu’en échantillonnant le signal à la fréquence νe (période Te), on périodise
son spectre avec une période spectrale νe.

I.3. Théorème de Shannon.
•  Nous venons de voir que l’échantillonnage contribuait à modifier le spectre d’un signal.

Nous allons maintenant définir un critère d’échantillonnage qui permet de retrouver le spectre
du signal analogique quand on connaît celui du signal échantillonné. C’est le critère de
Shannon.

•  Nous allons considérer un signal dont le spectre d’amplitude a l’allure suivante 

rq : un signal réel f(t) a un spectre F(ν) tel que F(-ν)=F*(ν). Le module du spectre d’un signal
réel est donc une fonction paire.

•  Si on échantillonne ce signal à la fréquence νe, on devra considérer deux cas
- si νe>2νM :
les éléments périodisés en fréquence à cause de l’échantillonnage ne se chevauchent pas. On
peut donc récupérer le signal analogique par un filtrage approprié.

- si νe≤2νM :
les éléments périodisés à cause de l’échantillonnage se chevauchent. On dit que l’on a
recouvrement de spectre. On ne pourra pas séparer la contribution de chaque élément au
spectre global, ce qui rend la reconstruction du signal analogique impossible.
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rq :  Ce critère va bien dans le sens d’une meilleure connaissance du signal si on prend un plus
grand nombre de points par unité de temps…

•  Le critère de Shannon s’énonce donc comme suit :

Pour retrouver le spectre d’un signal analogique f(t) intact à partir de celui du signal
échantillonné f*(t), il faut que la fréquence d’échantillonnage νe soit supérieure à 2 fois la
fréquence maximale νM contenue dans le spectre de ce signal soit νe>2νM

rq : Le filtrage permettant de retrouver f(t) sera d’autant plus aisé que νe est supérieur à 2νM.
rq : Bon nombre de signaux n’ont pas un spectre contenu entre deux fréquences limites (par
exemple les créneaux, les triangles…). Dans ce cas, le critère ne peut être appliqué
rigoureusement. Néanmoins, si le spectre du signal a un module assez faible au delà νe/2, on
peut tout de même réaliser une reconstruction correcte de ces signaux…

Pour éviter que les harmoniques d’ordre élevé ne perturbent le spectre du signal
échantillonné, on peut passer le signal avant échantillonnage dans un filtre passe-bas qui va
supprimer les fréquences qui ne respectent pas le critère de Shannon. Ce filtre est appelé filtre
anti-repliement.
rq : Pour reconstruire un signal f(t) à partir de ses échantillons, dans le cas où le critère de
Shannon est satisfait, il suffit de multiplier, dans le domaine spectral, le spectre du signal
échantillonné par une fenêtre de largeur νe centrée sur 0 et d’amplitude 1. Cela revient à dire
que, dans le domaine temporel, le signal f(t) est obtenu par un produit de convolution de la
fonction échantillonnée et d’un sinus cardinal. On trouve alors
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On peut donc reconstruire f en tout point à partir de valeurs discrètes. Cependant, cela
demande de connaître tous les échantillons (une infinité !) et d’appliquer une fréquence
d’échantillonnage suffisante. Dans le pratique, l’interpolation de Shannon n’est donc pas
simple à mettre en œuvre. On lui préfère d’autres interpolations plus simples (fonction en
escalier, interpolation linéaire ou différents lissages par filtrage…).

•  Doit on échantillonner très au-delà de la fréquence de Shannon ?
- Si on n’a pas besoin de reconstituer le signal continu (non discret), on peut se contenter

d’échantillonner à une fréquence proche de celle de Shannon (analyseurs de spectre).
- Si on veut reconstruire le signal continu, on devra alors prendre le plus de points possibles

par période ce qui revient à dire qu’il faudra échantillonner à la fréquence la plus élevée
autorisée par notre système. On doit chercher à être bien au-delà de la fréquence de
Shannon. C’est notamment le cas en automatique échantillonnée quand on cherche à
réinjecter les signaux acquis dans un système analogique…

La troncation.
Pour des raisons de capacité de mémoire et de rapidité de calcul, on est toujours amené à

travailler avec un nombre fini de points. Cela revient à dire que les signaux exploités
numériquement sont toujours une troncation de signaux réels. Le fait de tronquer un signal
peut notablement affecter son spectre. La conséquence principale est que les pics s’affaissent
et s’élargissent… Nous allons voir que suivant la méthode de troncation (fenêtre de
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pondération) choisie, on privilégiera soit la résolution (largeur des pics), soit la mesure
(hauteur des pics).

I. Effet d’une troncation sur une sinusoïde.

Nous allons considérer un signal sinusoïdal f(t) = a.cos(ω.t)  que nous allons tronquer  par
une fenêtre Π(t) centrée sur 0 et de largeur T.

La transformée de Fourier de cette sinusoïde est notée F(ν) et celle de la fenêtre Π(ν). On a
donc
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•  On constate que plus la fenêtre sera large (plus T sera grande), plus le pic sera étroit et
d’amplitude importante. On tendra bien vers deux pics de Dirac symétriques par rapport à
l’origine des fréquences si T tend vers l’infini.

•  Le dessin précédent appelle une remarque importante. Si on ne conserve qu’une période
(environ) de la sinusoïde, les deux sinus cardinaux se chevaucheront bien avant d’avoir atteint
des amplitudes négligeables (alors 1/T est voisin de ν0…). Plus on voudra une résolution
importante en fréquence plus il faudra conserver un nombre important de périodes
temporelles du signal à analyser…

II. Echantillonnage du signal obtenu après troncation.

•  Nous allons considérer un signal f(t) quelconque que nous allons tronquer sur une durée
T (spectre F(ν)). On obtiendra alors le signal fT(t). Si on suppose que la fenêtre choisie est
suffisamment large, FT(ν) le spectre de fT(t) sera alors de forme proche de celui de F(ν).
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rq : pour faire un calcul numérique de spectre, il faut avoir préalablement échantillonné le
signal ce qui conduit à une périodisation du spectre et éventuellement à un phénomène de
repliement spectral. On suppose ici qu’un filtre anti-repliement évite ce dernier inconvénient,
et on ne s’intéressera pas, par la suite, aux parties du spectre créées par l’échantillonnage
temporel puisqu’elles n’apportent pas d’informations supplémentaires par rapport au spectre
du signal temporel continu (non discret…).

•  Si on travaille en numérique, le spectre du signal sera toujours échantillonné. Reste à
savoir à quelle fréquence on a intérêt à réaliser cet échantillonnage et quelle sera la
conséquence sur le signal temporel f*(t) auquel correspond le spectre échantillonné…

•  Soit ∆ν l’écart  en fréquence séparant deux prises d’échantillons. Le fait d’échantillonner
le spectre va conduire à périodiser la fonction temporelle à la fréquence ∆ν, c’est à dire de
reproduire le motif tronqué à la période 1/∆ν . Nous allons donc considérer trois cas :
- Si  ∆ν=1/T, le fait d’échantillonner le spectre conduit à périodiser la fenêtre choisie en

temporel à la période T.
- Si ∆ν<1/T, il va y avoir repliement temporel. Le signal dont on calcule le spectre sera

donc considérablement modifié par rapport à celui de départ.
- Si ∆ν>1/T, il n’y aura plus de repliement temporel, mais des intervalles durant lesquels le

signal dont on calcule le spectre sera nul…Dans ce cas, on est amené à faire les calculs sur
un plus grand nombre de points que lorsque ∆ν=1/T alors que le signal temporel obtenu
ne contient pas plus d’information. C’est pourquoi on échantillonne en général le spectre
obtenu après troncation de fenêtre T à la fréquence ∆ν=1/T.

rq : lorsque l’échantillonnage du spectre se fait avec un pas de fréquence telle que ∆ν=1/T , on
constate bien que pour avoir un spectre avec suffisamment de points, il faut prendre une
fenêtre temporelle la plus large possible. Dans le cas d’un signal périodique, cela revient à
prendre un grand nombre de périodes…(Cf  FFT sur un oscilloscope).
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III. Application au cas d’un signal périodique (exemple d’une sinusoïde).

•  Nous allons calculer le spectre d’un signal périodique de période To=1/νo observé sur une
fenêtre de largeur T. Nous ne retiendrons de ce spectre que les échantillons prélevés aux
fréquences multiples de ν=1/T (comme nous venons de le voir au paragraphe précédent…).
Cela va nous amener à distinguer deux cas, suivant que νo est ou non multiple de ν.

•  Reprenons le cas d’un signal sinusoïdal tronqué sur une fenêtre T.
- Si νo=k.ν, on retombe sur le spectre d’un signal sinusoïdal. En temporel, le signal obtenu

par troncature est périodisé et on retombe sur le signal non tronqué (à un facteur
multiplicatif près…).

- Si νo≠k.ν, on constate que le spectre obtenu n’est plus celui d’un sinus. On fait la même
constatation en temporel en périodisant le motif obtenu par troncature… Les
discontinuités introduites par périodisation vont engendrer des raies parasites assimilables
à un bruit de fond. Ce bruit peut être réduit en faisant en sorte de réaliser des transitions
temporelles continues. Pour cela, on choisira des fenêtres de troncation particulières
(Hanning, Hamming, Blakman-Harris, Kaiser bessel,…) dont nous verrons les avantages
et les inconvénients au paragraphe suivant.

IV. Choix d’une forme de fenêtre de pondération.

Nous avons vu que pour pouvoir observer un signal, on devait dans un premier temps
sélectionner une fenêtre d’observation. Il s’agit de l’opération de troncation. Jusqu’à présent,
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nous nous sommes contentés de travailler avec une fenêtre rectangulaire. Nous venons de voir
que dans le cas de signaux périodiques de période To, quand la taille T de la fenêtre n’est pas
multiple de  To, le spectre obtenu par échantillonnage était altéré, ce qui se traduisait sur le
signal temporel par des discontinuités.

IV.1. Effet de la forme des fenêtres de pondération.
Suivant la forme de spectre que l’on cherche à obtenir, on peut choisir des fenêtres de

différentes formes. Quelques exemples sont donnés sur la figure suivante.

Dans le cas de fenêtres non rectangulaires, le spectre aura des lobes latéraux affaiblis
(atténuation du « bruit »). Cependant, toute atténuation des lobes latéraux entraîne un
élargissement du pic centrale et donc une  perte de résolution en fréquence… On a donc le
choix entre des raies fines mais parfois difficiles à séparer du « bruit » (fenêtre rectangulaires)
et des raies nettement séparables mais grossières (fenêtre de Kaiser-Bessel, Blackman-Harris).
Les fenêtre de Hanning et de Hamming constituent un cas intermédiaire entre les deux
précédents (les secondes sont préférables aux premières pour la résolution en fréquence).

IV.2. Comment choisir la fenêtre de pondération ?
Suivant le type de phénomène observé, on va réaliser des troncations de formes différentes.

- Si on étudie un phénomène transitoire court (dont la durée d’évolution est inférieure à la
largeur de la fenêtre), la fenêtre rectangulaire permet de conserver tout le signal sans la
moindre altération. Les deux autres types de fenêtres vont, en revanche, conduire à la
perte d’une grande partie de l’information.

- Si on étudie un phénomène transitoire long (dont la durée est supérieure à la largeur de la
fenêtre), la fenêtre rectangulaire conduit à des discontinuités temporelles et donc une forte
altération du spectre, alors que les deux autres types de fenêtres évitent les discontinuités
mais altèrent fortement le signal temporel et donc son spectre. Pour éviter ce problème, on
préfère utiliser une nouvelle fenêtre, association d’une fenêtre rectangulaire dans la
première partie et d’une fenêtre de Hanning dans la seconde.

- Si on étudie un phénomène évoluant continûment (par exemple un phénomène périodique
ou un transitoire extrêmement long), il est préférable d’éviter la fenêtre rectangulaire en
prenant par exemple, une fenêtre de type Hanning (on peut essayer les autres fenêtres
disponibles pour voir la plus intéressante…) ce qui évite les discontinuités et leurs
conséquences sur le spectre qu’introduit la troncation rectangulaire…
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Application à l’analyseur de spectre numérique

Nous allons essayer d’associer toutes les notions développées précédemment pour
expliquer le fonctionnement d’un analyseur de spectre.

I. Premier étape: le filtrage anti-repliement.

On va faire ne sorte de ne conserver que la partie du spectre du signal d’entrée fi(t) qui
satisfait au critère de Shannon. On va donc passer le signal dans un filtre passe-bas dont la
coupure est suffisamment faible devant νe/2 (νe fréquence d’échantillonnage). On obtient un
signal f(t).

rq : Pour les signaux ayant des composantes spectrales en dehors de la bande passante du
filtre, cela conduit évidemment à une altération…

II. Seconde étape : l’échantillonnage.

On va ponctionner les valeurs du signal filtré f(t) à intervalles de temps réguliers. C’est
l’échantillonnage qui s’effectue à la fréquence  νe. On récupère les valeurs f(k.Te) utilisées
dans les calculs qui vont suivre. On obtient un signal f*(t) tel que
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Chaque échantillon peut être représenté, non pas par un Dirac, mais par un rectangle étroit
de largeur Te, ce qui est bien l’image physique d’une impulsion de Dirac de valeur Te.f(k.Te) .

III. Troisième étape : la troncation.

Lors de l’échantillonnage, la mémoire se remplit. On arrête l’acquisition quand elle est
pleine (on conserve N échantillons). On a bien réalisé une troncation ce qui conduit à une
fonction fT

*(t)
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Cette étape conduit à un nivellement du spectre et à l’apparition d’un bruit de fond

IV. Quatrième étape : la pondération.

Si la fenêtre n’est pas rectangulaire, on doit multiplier chaque échantillon par un facteur
différent qui correspond à l’allure de cette dernière. C’est la pondération. On obtient le signal
f*

pT(t) avec
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où P(k.Te) dépend de l’allure de la fenêtre choisie.
Lors de cette étape, le choix de la fenêtre dépend du type de signal à observer. On doit

notamment choisir entre limiter l’influence du bruit de fond sur le spectre lié à la troncation et
la résolution en fréquence…

V. Dernière étape : Le calcul du spectre.

•  On va calculer le spectre pour un nombre limité de valeurs (échantillonnage du spectre)
(cela revient à dire que le spectre obtenu est celui du signal tronqué sur T périodisé à la
fréquence 1/T).

•  Le spectre est calculé jusqu’à la fréquence νc qui est la fréquence de coupure du filtre
anti-repliement. Cette fréquence est liée à la fréquence d’échantillonnage νe. En effet, on doit
avoir νc<νe/2, soit une relation du type νe=2α.νc où α >1 et de valeur d’autant plus faible que
le filtre coupe rapidement…

•  On a donc T = N.Te, νc=N’/T et 1/Te=2α.νc ce qui nous permet de calculer le nombre
d’échantillons du spectre qui vaut

N’= N/2α
•  Reste à calculer la valeur des échantillons du spectre. Nous avons vu que le spectre que

nous calculons est en fait celui d’une signal construit à partir de la répétition à période T de la
partie tronquée sur T de notre signal d’entrée fi(t). Il s’agit donc d’un signal décomposable en
séries de Fourier. On choisit la décomposition complexe
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ou encore après simplification
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On met donc en évidence une relation matricielle entre les valeurs des échantillons
pondérés du signal d’entrée et le spectre échantillonné calculé pour ce dernier.

Ce calcul ayant été effectué pour les N valeurs, on en déduit le spectre d’amplitude
(valeurs Sn) et le spectre de phase (valeurs ϕn). On a en effet

nn C.2S =        et       )C(Arg nn =ϕ

On est donc parvenu à décrire l’ensemble du processus de calcul de la transformée de
Fourier discrète…

rq : Dans la pratique, le calcul est optimisé pour être effectué plus rapidement. C’est le
calcul de transformée de Fourier rapide (FFT pour « Fast Fourier Transform).
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