Calcul numérique de la transformée de Fourier

Par J.M. Lemasquerier IPEST Tunis

Les logiciels de calcul permettent le calcul numérique de la transformée de Fourier (T.F.) d'une fonction discrétisée
sur un domaine donné.

On présente ici I'algorithme utilisé afin de comprendre ce qu'une machine est capable de traiter et de pouvoir
utiliser les résultats fournis. Comme la méthode est particulierement utilisée dans le traitement du signal, les opédrations sol
décrites ici pour une fonction dépendant d'wagable temporelle tet on cherche sa transformée de Fourier en fonction de
la fréquence temporelle.

Les opérations faites pour le calcul conduisent alidggtions intrinseéquegui doivent étre connues pour une
bonne compréhension du résultat.

| Position du probleme
f(t)

~\

signal f(t) dont on cherche la T.F.

Soit une fonction f du temps. Il s’agit de calculer sa transformée de Fourier définie par:

Fv) =Z[fO1(v) =ff(t)6fi2th dt

Dans certains cas, on peut effectuer formellement le calcul.
. . 1
Par exemple, pour f(t) = sin1@qt), on obtient F\OZE(CS(V -Vg) —o(v + VO))
i
Mais le traitement des données expérimentagegssite un calcul numérique et un outil adapté. Il s’agit donc pour chaque
valeur dev de calculer numériquement une intégrale a valeur complexe.

II- Limitations dues au fenétrage du signal
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La fonction n’est pas connue sur une durée infinie, mais sur la ddeéBacquisition du signal: @ [to,to*+T].
Pour observer I'effet du fenétrage du signal, il est plus commode de raisonner sur une fenétre centrée sur I'origine. Si e

signal n’est pas centré, il suffit de décaler I'origine des temps en changeantdeﬁz-t)-.(Cela ne change d’ailleurs la TF

que d'un facteur de phase:
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Fv) =7[fO1(v) = e 25 7 [f(t-(to*/2)))(v)
+% -
On calcule doncI f (t)e"*™ dt ala place deI f(t)e'*™dt,

%

ce qui revient a calculer la T.F. de g(t) a la place de celle de f(t) avec
Sty sitop-L,+ 4
H= 2 2 A
o=t LT rect(t)
siti[—-—,+—
Psiti-5+3) 1

soit g(t) = f(t) reci(t)
rect(t) désigne ici la fonction rectangle représentée ci-contre.

On obtient donc @) =Af(t) rect(t)](v)

=ZAMOI(v) * FArect(](v)
=F(v) * T sincwT) /2 +1/2

v

t

in(x
(la T.F. d'un rectangle est un sinus cardinal: sincge?:(—) )
X

L’opérateur * désigne le produit de convolution.

[J la transformée de Fourier de la fonction tronquée est la convolution de la TF de la
fonction entiere avec un sinus cardinal

On peut illustrer les conséquences de ce phénomeéne en examinant les différences ent@plrpour f(t) = cos(2wvqt)

Alors: F@) :%[5(\/ ~vg) + (v + vo)]
ir_ . .
alors que e} =E[T smt(n(v - vo)r) +7 sm(n(v + vo)r)]
F(v) R 12,60) .
[ ,'I |
| ! ns | 1
S ) | I| o1 | !
V=-Vg V=Vg v = 'I_ |! I: [ ' R il 3 |. _" L

[J la troncature de f apporte sur le spectre obtenu un élargissement des différentes
composantes

Remarques O L'élargissement est caractérisé par la premiére annulation du sinc-ar, = — . Ainsi, si la durée
T
d’acquisition est suffisamment grande, alosncfvt) — 6(v) et GP) — F(v) * d(v) = FQ)

O Pour éviter les ondulations de la fonction sinc, on peut prendre des fenétres plus « arrondies » que la
fonction rectangle, citons les fenétres triangulaires (ou de Bartlett), de Hann, de Hamming, de Blackmann,...



Il T.F. numérique d’un signal périodique

Nous montrons ici que le choix du fenétrage pour un signal périodique a une grande influence sur le résultat du
calcul
Si le signal espériodiquede période T, on peut le décomposer en série de Fourier:

+00
(t)= % + nZlcn cosMrvst+¢,)

Son spectre est constitué des frequengegy;  p=0..0 ouV= ? : sa TF est constituée de Dirac situés\gx

Exemple: soit la fonction f(t)=cost®,t)+0,5cos(2w,t) avec signal

g/lleZ E/z :1,5HZ

_ et _ .
o =1 o, =2/3s
La période est T=2 secondes et sa TF 1] /’—\

constituée de deux Diracs epetv, d’amplitude 1 et 0,5. ﬂ /_\ /‘
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Le calcul de la TF numériquement a partir d’'un échantillon de durdesecondes donne les deux « Diracs » attendus
(figure de gauche)

Par contre, le calcul de la TF sur un échantillon de duréesecondes provoque I'élargissement de la seconde composante
spectrale (figure de droite)

En effet, le spectre de G est une succession de sinc réqulierement espacés centugs sur les

. k . . .
Ces sinc s'annulent e = pvs + — (oU k est un entier relatifon nu) et sont maximums ev),
T

Par ailleurs, le spectre obtenu est discrétisé en fréquence: nous verrons que les fréquences pour lesquelles on calcule G s

_9q-1
T

partout, sauf lorsque, =v,.. Le graphe de G ressemble alors beaucoup a celui de F: « Diragp aux

Vq g=1..N Si on s’arrange pour que ces fréquences coincident avec les zéros du sincy dlsesaG(nulle

-1 k
Il faut donc pour étre dans ces conditiogs— =pvi+ — soitt = (g-1-k) T
T T

[ La TF numérique d'un signal périodique est constituée des « Diracs » non élargis
lorsque la durée d’acquisition est un multiple entier de la période du signal.

Si la période est inconnue,doit étre grande devant T pour localiser avec précision
les pics de R).



IV- Limitations dues a I'échantillonnage

f(t) est échantillonnée par N valeurs numériqugsfsH...,f
mesurées sur une duréaux instants
1y, t2:t1+6t, t3:t1+26t, vy N:tl"'(N-l)ét
La durée entre deux mesures @ériode d'échantillonnageest

T
T.=8&=—.
e N

1 N

a 5 T

La fréquence d’échantillonnage est

N
Si f vibre avec une fréquence supérieure.ald-spectre

obtenu numériqguement ne pourra pas en rendre compte: il y a Btérte
d’information.
Le théoreme de Shannon montre que les composantes

. ondulations non prisesne
. compte lors de d

s R o i ' . discrétisation de f
spectrales de f superleures—zg seront ainsi perdues. : I

\4

i i+1

[J Le spectre fréquentiel obtenu est Iimit%‘a: Zﬁ
T

V- Théoréme de Whittaker(1915) Shannon(1949)

Ce théoréeme précise dans quelles conditions on peut repredactementin signal a partir de ses échantillons.
L’idée de sa démonstration est intéressante dans la mesure ou elle permet de voir la différence fondamentale qui existe entre
la TF d’une fonction et la TF de la fonction échantillonnée correspondante.

Soit un signal représenté par une fonction f a bande limitée, c’'est-a-dire dont le spectre est a support fini
(remarquons qu’un signal physiquement réalisable edtid finie donc ne peut pas étre a bande limitée...)
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On définit la fonction échantillonnée fpar : {(t)= 5Te (M) ft) ou 6Te (t) est le peigne de Dirac de pag (figure ci-

dessus)
+00
Ot O
or,()=y 8G—-ql
¢ q:z—oo DTe 0

1
fs est un échantillonnage idéal de f, la fréquence d’échantillonnage g’;ta_latl.:
e

m M
r | T




Notons et F les T.F. de, et de f.

=7 6Te (1) f()] =7 6Te (1)1*F=Td 1 (V)*F (laT.F. d'un peigne de Dirac est un peigne de Dirac)
Te
+00 +oo
! q,H q
=Te O (v-—)O*F = 5(v-—) *F
2 ogev-3] q:z_w v-3)

= E F(v—%)

g=-

Fs(v N .
) zone ou les deux fonctions ne Fv)
doivent pas se recouvrir

“Vimax Vinax

“Vimax

spectre de la fonction échantillonnée spectre de f

[] Fsest donc la superposition de fonctions F régulierement espacéés de
e

SiVimax €stinférieure a_l_— “Vmax » SOit  2Vnox inférieure a B les différentes fonctions F ne vont pas se recouvrir

e
dans k et on peut alors récupéreintégralité de F en faisant passeg & travers un filtre rectangulaire de largeu.2

F(v) = Rs(v) recty, v)

[J Un signal peut exactement étre reconstitué a partir d’'un échantillonnage si la
fréquence E d’échantillonnage est supérieure au double de sa fréquence maximale.

Le signal original est reconstitué avec la TF inverse de F. Par exemple, en se placant dans le cas limite ot

1
Te= , on obtient:
2V max

ft)= 7 FOV)] =7 Fsv) rect, . (V)1= 7 FsW)] * 77 recty, . (V)]
=0 1 (1) f(t) * 2Vmax SINC(AMV ey
Te
too Nt O ,
= Y 00— - nOf(t) * 2VmaxSINC(AtVmay)
n=-oo e g
+00
=T zé(t - nTe)f(t) * 2Vmax SINC(AMV ay)
n=—o
+0o
=Te 3 f(NTe)A(t = NTe) * 2V SINC(AMV 1)
n=-o
+o00
=T, Y f(nTg)2v
n=-o
s f 1) = oo . _ too n .
d'oll ® = ] :z_l‘(fonTe) S|nc(2nvmax(t - nTe)) —n :Z—oo f(F—e) smc(nFet - nn))

max SINC(2WVmaxt-nTe))



Ce dernier résultat montre I'impossibilité d'utiliser la méthode rigoureusement sur des signaux physiquement réalisables.

VI- Calcul numérique de la transformée de Fourier

N

On reprend ici une fonction f norécessairement centrée syr
I'origine, et on approxime sa T.F. par la méthode des rectangles. Pour
limiter les erreurs, les échantillons sont pris au centre des intervalles

T
d’approximation: f=t; + ?e + (p-1) Tty + (p-1) Te
On pose: F=1(to)

WV

La période d'échantillonnage est €t on a E=1/T.. La durée de to tl tz t3 ty

ty :
I'échantillonnage est=N T, et =N/t T :
e

to+T

Fv) If(t)e 2t gt o J'f(t)e_'z’M dto z f(tp)

O

-i2 —C4+(p-1T, N .
i nv§0+ > +(p-1) eH . z fpe_|2nv(tl+(p—1)Te)
p=1

N
=T, z fpe
p=1
N
=T e 2 A 12 (p-1)Te

p=1

Le théoreme de Shannon montre que le calcul derFéura un sens que gin’est pas trop élevée. On calcule ainsi)F(
Q‘l_CI‘lF _9-1

our desvaleurs discrétedev: Vg = =1...N
P " N& N ® q
engyt N el e
Alors:  F;=FWg)=dte r z fo e N
p=1
2
) . , ) N -iZg-1)(p-1)
Les logiciels de calcul fournissent par une procédure souvent appelée FFT la sonam§ f%e N
p=1
de sorte que: |27-[(q 1) tl

Fe=Fy) = Tee N Te S avecv, = g9-1
T

Ainsi, [F(vg) CFT. 5,0 Par contre la phasgv,)=argument[F{y)] est en général moins directement reliée a argumgnt[S

ViI- Algorithme FFT

N
On souhaite calculer la somme: qzsz fpe

p=1

.2
=i W(q-l)(p- 1)

Supposons que N gséir et posons N=2P.
On distingue dans la sommg|8s indices p pairs (p=2j) et les indices p impairs (p=2j-1), alors:

2 2m
—I—(q np-y U -2 (g-1(2j-1) -2 (q-12j-2 1
sq_Zf =y Of,e 2P +f,.,e % dJ
=0 U
I—(q 1) —I—(q 1)(2j- 2) —I—(q 1)(2j-2)

2
Z Bye
—I—(q 1(j- 1)
2 ke

I—(q 1) —I—(q 1(j-1



2
_ e'W(q_l)Spaire + Gmpaire
B q S}

.2m
i—(q-1) . . .
De plus: s=-eN Sga"e + %"pa"e (le calcul de $donne « en prime » le calcul dg$

Les deux sommeSﬁalre et Sgnpa"e se calculent exactement de la méme maniére gueeSsorte que le calcul d’'une TF
. : s . N N o . .
numérique de N points se ramene a celle de deux TF numerlquezs peints. SIE est lui méme pair, on peut itérer le

procédé et appliquer la méthode aux deux so 86° et Sgnpa're.

@ |'algorithme est donc appliqué a des sommes ol N est une puissance d€™2: N=2

On montre alors que le nombre d’opérations pour calculer toug [EssSe de & Nm, soit un gain de temps considérable
lorsque N devient grand.

Vill- Exemple

014+
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-0.63
-0.84
=100 S0 fu 100
Soit la fonction f(t)= Heaviside(t) & cos(awt) (a=0,5 etv;=30 Hz)
Il s'agit d’'une sinusoide amortie débutant a t=0. (figure de gauche)

a+iv

SaT.F.estF(v) = 1

. - et son spectre présente un pui, =30 Hz (figure de droite)
2 (a +i(v - vo))(a +i(v+ vo))

spectre
Le calcul numérique du spectre est conduit
échantillonnant sur une dur&s0.25 s avec N=264 14
points a partir de 0. 121
64

La fréquence d’échantillonnage estlﬁ’ = 256 Hz. 10
Le spectre obtenu numériquement présente un maxir 5

. . . -1 8 1
voisin de I'entier g=9, sonq:q— =——=32Hz Ov, ;

T 0.25 41
Le spectre présente par ailleurs deux parties symétrit 4
I'une de l'autre . Pour comprendre le phénomeéne, il st
- , , 10 20 30 40 &0 B0

de se souvenir quee n'est pasa T.F. de f que I'on calcule. q
mais celle de la fonction échantillonngévioir le paragraphe sur le théoreme de Shannon). Son spectre eselssgmn de

1 1 N -1
spectre de f régulierement espacés e+ = —- = — . L'algorithme permet le calcul des fréquena@sq avec
T T

Te%\l

g=1...N et fournit en définitive la fin du spectre (a partivd®), puis son commencement (zone encadrée sur la figure)

Fs(v)




Fv)
L . N ,
0 La premiére partie de la (qzl.? ) estla « fin » du spectre (7 [0,Vimay])

N
La seconde partie du spectre (q2= +1...N) est le « début » du spectré( [- Vima,0))

- v 1
Si f est réelle, alorsF(—-v) = F(v), et le spectre est pair et la seconde partie est redondante. -Rax Vimax

contre, si f est complexe, la sede partie sera utilisable.

Cette propriété de la transformée de Fourier d’'une fonction échantillonnée s’appelle le « phénomeéne de repliement » du
spectre.

Remarques pratiques: @® Augmentation du domaine fréquentiel exploré:
N

Il suffit d’'augmenter N puisquemaxzz—. Si on double N, le domaine fréquentiel balayé double mais la durée du calcul
T

double aussi approximativement.

@ Augmentation de la résolution:
Dans I'exemple, le maximum du spectre n’est

> co A - specire

localisé avec précision. On peut étre amené 4.
augmenter la résolution, c’est-a-dire le nombre
points de calcul en maintenant le domai
fréquentiel exploré inchangé: 30
Vma=—— =Cte. Donc, N ett doivent augmenter

2T 204
dans les mémes proportions.
@ pour doubler la résolution, il faut doubler N € 10]
également doubler.
La figure reprend I'exemple avec une résoluti
quadruplée (N=ett1=1 s)

A . . o 50 100 150 200 2500

On peut aussi augmenter la résolution q

diminuant le domaine fréquentiel balayé
(augmentation de) en maintenant N constant.

® Calcul des fréquences négatives:
Calculons F{,) avec g=N-q'+2:

; 1 N o (g-1)(p-1) ; il N o _(N-q'+1)(p-1)
-i2m(q-1)— -2 -i2m(N-q'+1)}= -2
Fvg=Te € T fp e N =Tee T fp e N
. Canl ot N o (@-D))p-Y) it
-i2m(-(q'-1))y=  Ti2m A2 12
=T.e T e Tez fy e Nz e  Te Fvg)
p=1
+i27TLl
On voit que Fiyg)= €  '® Fun.gs2)
@ La fréquence négativey = . est donc calculéevac I'entier N-g'+2
T
IX Calcul de la phase
-iZHMt—l +i271t—1

Puisque R{;) = &t e N Te Sq etque Fly)= e Te F(n-g+2), le calcul de la phase conduit a:

A\



O -1t
gp(vq) = _zanT_l +arg[Sy ]
D e

t
glx_vq') =@VN-g+2 t 27TT_1

e

Ces deux expressions donnent des résultats corrects tant que le signal analysé ne présente pas de discontinuité. Dans le
contraire (comme pour I'exemple étudié ci-dessus), les résultats obtenus peuvent étre erronés:
spacirg en phase théerique specire en phase caleulé

|
|
1
1
|

5 &6k | T X B T TR T T Fom TR
1

|

|
-] 5 " |

Le probléme provient du fait qu'il existe un échantillon sur la discontinuité.

N /

surface
en trop

ti e t
T2

Si t est sur la discontinuité, on voit que le rectangle d’approximation apporte une grande erreur sur I'estimation de
lintégrale.

En revanche, si on s’arrange (ce qui n'est pas toujoiire .
spectre en phase caleulé

. S T

possible) pour prélever I'échantillon a une dlstamZ?e de 151
la discontinuité, les erreurs se compensent. 1

On montre ici le spectre en phase obtenu 05
échantillonnant la fonction discontinue en t=0 a partir

T -0 -0 -10 op 10 20 a0

tlz?e . L'accord est maintenant satisfaisant. a5

On peut aussi remarquer, pour éviter de refe -1
I'échantillonnage, que tout se passe comme si le sig ]
débutait en,=-T,/2. 154

X Conclusions

Soit un signal f(t). Pour calculer numériquement sa transformée de Fourier, il faut:

p-1

O] échantillonner f sur une durée partir de tavec N=2" points: f=f(t+ N 7) p=1l..N

@ calculer par I'algorithme FFT les sommgs S g=1...N

O q-1t;
Vg) = —2m——-+ar
F(vg)| = Te|Sq HVa) N T, Aol
® on a alors: et 0O ¢
F('Vq')‘ = ‘F(VN-q'+?)‘ Ep(—vq.) = @VN-g+d + 27-[T_1
e



N [T

o . s . N
Le domaine fréquentiel exploré s’étend gz & Wmax AVECY o= 2— =
T
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