Partie 11

Relativité restreinte

69






Introduction

Nous décrirons dans ce chapitre la théorie de la relativité restreinte, essentiellement telle qu’elle fut
formulée par Einstein. Initialement, 'objet de la relativité était de réconcilier I’électromagnétisme et
la cinématique : comme nous avons vu dans I'introduction & ce cours, la relativité Galiléenne n’est pas
directement compatible avec ’électromagnétisme tel qu’il fut formulé par Maxwell. C’est essentielle-
ment sur 'application a 1’électromagnétisme de la relativité restreinte que portera ce chapitre. En
revanche, il faut bien voir que la relativité restreinte s’applique dans un beaucoup plus large domaine.
Elle joue en particulier un réle central pour la physique des particules et la physique des accélérateurs.
Elle est aussi essentielle en astronomie, beaucoup de sources de rayonnement cosmiques impliquant
des déplacements a des vitesse proches de celle de la lumiere.

Ce chapitre comportera deux étapes essentielles. Aprés un bref rappel de la relativité galiléenne,
nous constaterons les difficultés que pose l'immersion de 1’électromagnétisme dans cette relativité
et donc dans la cinématique classique. Nous montrerons en particulier I'incompatibilité grave de
I’électromagnétisme avec la loi ordinaire de composition des vitesses. Nous postulerons donc un
nouveau principe de relativité, imposant a toutes les lois de la physique, y compris 1’électromagnétisme,
d’étre invariantes dans un changement de référentiel galiléen. La vitesse de la lumiére devenant
indépendante du référentiel, la loi de composition des vitesses et ’ensemble de la cinématique sont
condamnées. Il nous faudra donc d’abord détruire la cinématique et la dynamique® newtoniennes
telles que nous les connaissons maintenant.

Il nous faudra formuler une nouvelle transformation des coordonnées et du temps décrivant les
changements de référentiels, la transformation de Lorentz. Nous verrons en effet, par quelques argu-
ments tres simples, qu’'un des postulats de base de la mécanique classique, 'universalité du temps et
de la simultanéité, doit étre abandonné. On mesure peut étre assez mal aujourd’hui a quel point la
démarche d’Einstein fut audacieuse, remettant en cause les postulats les plus intuitifs de la mécanique.
La phase conceptuellement la plus difficile de notre travail, qui fera ’objet du premier chapitre, sera
alors terminée.

Le deuxiéme chapitre, beaucoup plus mathématique que physique, sera consacré a l'introduction
de notations tensorielles, bien adaptées a ’espace—temps a quatre dimensions de la relativité. Nous
introduirons en particulier des conventions de notations tres puissantes, dues a Einstein, qui permettent
d’écrire de maniere compacte et fiable les expressions parfois complexes auxquelles conduisent les
calculs relativistes. Ces notations s’averent indispensables pour aborder la relativité générale, théorie
géométrique de la gravitation.

Nous formulerons, au chapitre suivant, les lois de la nouvelle dynamique. Nous écrirons en par-
ticulier, dans une approche lagrangienne, le lagrangien d’une particule libre et nous en déduirons
I’expression de la quantité de mouvement relativiste. Nous démontrerons en passant la formule la plus
célebre de I'histoire de la physique (nous laissons au lecteur le soin de deviner laquelle). Nous don-
nerons également la forme relativiste du principe fondamental de la dynamique que nous ne pourrons
guere exploiter sans une forme explicite des forces, au moins de la force de Lorentz. Nous n’explorerons
donc pas tres en détails cette partie de la relativité qui se conclura par une breve description de la

3Rappelons que la cinématique décrit les mouvement indépendamment de leurs causes et que la dynamique permet
de prévoir le mouvement si on en connait les causes.
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théorie relativiste des collisions, d’une grande importance en physique des particules.

Pour un cours centré sur I'électromagnétisme, nous consacrerons en effet ’essentiel de nos ef-
forts au dernier chapitre de cette partie. Nous chercherons a y construire une théorie non triviale
d’interaction entre particules transmise par un champ. Nous postulerons des formes simples pour
le lagrangien d’interaction et pour le lagrangien décrivant ce champ et nous écrirons les équations
de Lagrange correspondantes. Nous constaterons sans déplaisir que la structure de cette théorie de
champ est celle de ’électromagnétisme. Nous aurons donc montré a quel point 1’électromagnétisme
de Maxwell s’adapte naturellement au cadre relativiste. Nous en profiterons pour examiner quelques
problemes simples d’électromagnétisme, du mouvement de particules relativistes dans des champs
imposés aux bilans d’énergie—impulsion pour le champ lui méme. Nous montrerons ainsi que cette
approche completement relativiste, outre son élégance, permet de dériver des lois importantes qui ne
sont accessibles qu’au prix de calculs lourds en électromagnétisme “classique”.



Chapitre 1

Cinématique relativiste

La premiere étape est donc de comprendre les incompatibilités entre électromagnétisme et cinématique
classique, et de refonder une cinématique tout a fait nouvelle. Nous allons commencer par quelques
tres brefs rappels de cinématique galiléenne ou newtonienne.

1.1 Rappels de relativité galiléenne

1.1.1 Transformation de Galilée

Il est tres intuitif que le mouvement d’un point dépende de I'observateur. Pour utiliser un vocabulaire
ferroviaire!, le passager de train a une vitesse faible ou nulle par rapport & celle du contrdleur, alors
qu’il a une vitesse élevée par rapport au garde barriere.

La notion centrale de la cinématique (classique ou relativiste) est celle de référentiel. Un référentiel,
c’est un ensemble d’observateurs, immobiles les uns par rapport aux autres. Ces observateurs peu-
vent constater le passage du mobile & leur position. La connaissance de la position des observateurs
concernés permet alors de déterminer la trajectoire du mobile. On peut bien sir convenir d’un repere
(cartésien, orthonormal) pour repérer ces positions au moyen de trois coordonnées. Les observateurs
sont de plus munis d’horloges qui leur permettent de noter 'instant auquel le mobile passe en face
d’eux, le mouvement étant alors complétement déterminé par la trajectoire et la loi horaire. Ces hor-
loges peuvent étre constituées de n’importe quel phénomene physique périodique, suffisamment rapide
a ’échelle du mouvement pour en donner une description temporelle convenable. Nous supposerons
que toutes les horloges de tous les observateurs d’'un méme référentiel sont synchronisées (indiquent
la méme valeur au méme instant). Cette synchronisation ne pose aucune difficulté en cinématique
classique, puisque temps et espace sont complétement découplés. Il suffit, par exemple, que tous les
observateurs se retrouvent en un méme point pour faire le zéro de leurs horloges & un moment com-
mun. Certes, ces précautions pour la définition du temps paraissent superfétatoires en cinématique
classique. Nous verrons, en revanche, qu’elles sont trés importantes en cinématique relativiste.

Un mouvement dans un référentiel R est alors défini par les trois fonctions z(t),y(t), z(t) repré-
sentant la position en fonction du temps commun des observateurs. Le méme mouvement serait
décrit dans un autre référentiel R/, en mouvement par rapport a R, par trois autres fonctions du
temps commun des observateurs de R': z'(t'),y'(t'),2'(¢'). En mécanique classique, on admet sans
restrictions 1'identité des temps (& une synchronisation preés) des observateurs de R et de R'2. 1l

Les papiers originaux sur la relativité emploient souvent des expériences de pensée utilisant des trains et des gares,
parfois méme des tunnels. C’est sans doute lié au succes grandissant des transports ferroviaires au début du siecle et &
leur importance sociologique. Pour céder a la tradition, nous emploierons ce genre de vocabulaire dans ce cours, bien
que les effets relativistes soient complétement négligeables, méme avec les trains les plus modernes.

2Cette hypothese était déja faite explicitement par Newton dans ses Principia. S’il en avait tout & fait reconnu
Pimportance, il n’avait guere de doutes sur sa validité.
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Figure 1.1: Choix des axes dans deux référentiels R et R’ en mouvement relatif. Les axes des deux reperes sont

aralleles. Les axes Oz et O’z’, alignés avec la vitesse relative u, coincident & chaque instant.
) )

est possible alors de donner la transformation qui fait se correspondre les mouvement vus dans deux
référentiels différents.

Dans le cas le plus simple, ou les deux référentiels sont en translation uniforme 'un par rapport
a autre, cette transformation est la transformation dite de Galilée. Sans restreindre du tout la
généralité, on peut choisir les axes dans R et R’ de telle maniére que:

e Les axes Ox et O'2’ coincident a tout instant et sont paralléles & la vitesse u de R’ par rapport
aR.

e Les origines O et O’ sont confondues & I'instant ¢ = 0.

e Les axes Oy et O'y/, d’une part, et les axes Oz et 0’2/, d’autre part, sont constamment paralleles
et coincident a ¢t = 0.

La figure 1.1 présente la géométrie choisie. Nous ’exposons en détail parce que nous choisirons la
méme pour décrire les changements de référentiel en relativité restreinte.
La loi de transformation de Galilée s’écrit alors trivialement:

' (t) = z(t) — ut
y'(t) =y(t) (1.1)
2'(t) = 2(¢)

C’est cette transformation, tellement triviale qu’elle est bien rarement écrite explicitement, qui sera
remplacée par la transformation de Lorentz en relativité einsteinienne. Cette transformation de Galilée
contient, par simple dérivation par rapport au temps, la loi de composition des vitesses:

v=v +u (1.2)

(vitesse absolue égale vitesse relative plus vitesse d’entrainement).

La dynamique newtonienne résulte alors du principe d’inertie de Galilée: il existe une classe de
référentiels privilégiés, les référentiels galiléens, en mouvement de translation uniforme les uns par
rapport aux autres, tels que le mouvement d’une particule libre y soit rectiligne et uniforme.



1.1. RAPPELS DE RELATIVITE GALILEENNE 75

1.1.2 Les difficultés de la cinématique classique

La loi de composition des vitesses, telle que nous venons de la rappeler, est difficilement compatible
avec l’électromagnétisme de Maxwell. La conséquence la plus importante et la plus nouvelle des
équations de Maxwell est en effet la prédiction de I'existence d’ondes se propageant a la vitesse c. Le
probleme qui apparait immédiatement est celui du référentiel dans lequel cette vitesse est définie, le
seul donc dans lequel les équations de Maxwell seraient directement applicables.

Le sentiment le plus naturel, qui prédominait trés largement a la fin du siecle dernier, était que les
ondes électromagnétiques se propageaient dans un milieu baignant I'univers entier: [’éther. L’analogie
entre ondes électromagnétiques et ondes sonores était en effet présente a tous les esprits. Les difficultés
apparaissent toutefois tres vite dés qu’on examine les propriétés de cet hypothétique éther. Il doit en
effet étre omniprésent et infiniment rigide pour propager des ébranlement transverses a grande vitesse.
Mais il doit, dans le méme temps, étre impondérable et infiniment perméable au mouvement des corps
matériels (puisque, par exemple, I’étude sur quelques siécles de la rotation terrestre ne révele aucun
frottement). Ce “fluide” si particulier se trouvait ainsi doté de propriétés presque aussi extraordinaires
que le calorique du siecle précédent ou, encore avant lui, le phlogistique.

Il existe aussi une difficulté philosophique grave avec l'introduction de I’éther. Les physiciens
avaient mis plus de 20 siecles, entre Aristote et Copernic, pour comprendre que notre petite planéte
n’est pas le centre de I'univers. Le principe de relativité selon Galilée avait le mérite d’indiquer
qu’aucun référentiel galiléen n’est particulierement privilégié. L’introduction de ’éther devait briser
cette “démocratie” des référentiels en introduisant un référentiel tres particulier, celui de I’éther, le
seul dans lequel les équations de Maxwell devaient s’appliquer. Ce genre d’argument a certainement
joué un role essentiel pour Einstein.

Les dernieres difficultés, les plus graves en pratique, mais qui n’ont pas forcément joué le role
majeur qu’on leur attribue généralement dans la genese de la relativité, sont d’ordre expérimental. Si
la vitesse de la lumiere est définie dans le référentiel de ’éther et si elle obéit a la loi de composition des
vitesses, on doit pouvoir mesurer une variation de cette vitesse pour des mouvements assez rapides par
rapport & I’éther. Le mouvement de la terre sur son orbite autour du soleil est suffisamment rapide (30
km/s) pour que la variation soit mesurable dans une expérience d’interférométrie optique sensible. La
célebre expérience de Michelson fut congue dans ce but. D’une sensibilité tout a fait remarquable pour
I’époque, encore honorable aujourd’hui, elle aurait dit mettre clairement en évidence le mouvement de
la terre par rapport & I'éther®. Or cette expérience fut tout & fait négative (ou plutdt tres positive):
la vitesse de la lumiere semblait indépendante du mouvement de la terre par rapport au soleil.

On pouvait, devant ce résultat négatif, adopter deux points de vue. Le premier était de tenter de
“réparer” la théorie de ’éther. Si on ne pouvait décemment supposer que le référentiel absolu était
celui de la terre (la révolution copernicienne était passée par 1a), on pouvait supposer que 1’éther était
entrainé au voisinage des corps massifs, une analogie évidente avec ’entrainement de la couche limite en
hydrodynamique. On pouvait aussi supposer, avec Lorentz, une “contraction” de la longueur des objets
matériels dans la direction du mouvement, fondée sur une théorie électrostatique des interactions entre
particules dans la matiére. On pouvait supposer aussi un lien entre la vitesse de la lumiere et celle de sa
source (les sources utilisées par Michelson étant liées & son appareil). Si de telles modifications “ad hoc”
de I’électromagnétisme permettaient d’expliquer le résultat négatif de I’expérience de Michelson, ils ne
constituaient pas un corps théorique cohérent. Il était a craindre que de nouvelles modifications tout
aussi arbitraires ne doivent étre apportées au gré des résultats expérimentaux et que 1’électrodynamique
ne finisse, comme la théorie astronomique des cycloides, en un corps raffiné de regles arbitraires qui
décrivent correctement mais ne prédisent rien.

L’autre attitude, beaucoup plus courageuse puisqu’elle conduit, comme nous le verrons, & mettre
en cause des notions tres fondamentales, était d’admettre que la vitesse de la lumieére n’obéissait pas a

3Nous ne détaillerons pas ici le principe de cette expérience: cette description n’est pas indispensable pour la suite de
I'exposé. Le lecteur intéressé pourra trouver une description détaillée dans pratiquement tous les manuels de relativité.
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la loi de composition des vitesses. Cela impliquait bien str que la cinématique galiléenne était erronée
(ou, du moins, n’était qu'une approximation valide pour des vitesses petites devant celle de la lumiére)
et donc que toute la physique était a reconstruire (sauf, peut étre, I’électrodynamique). C’est la voie
que suivit Einstein avec le succes que 'on connait et qu’il ouvrit par son célebre article de 1905: “Sur
’électrodynamique des corps en mouvement”*. Le principe fondamental de cette nouvelle physique,
le “principe de relativité” est exposé dans le prochain paragraphe.

1.2 Principe de relativité

1.2.1 Enoncé

1l existe une classe de référentiels privilégiés, en translation uniforme les uns par rapport
aux autres (que nous continuerons a appeler “référentiels galiléens”), dans lesquels toutes
les lois de la physique prennent la méme forme.

Si toutes les lois de la physique prennent la méme forme, les équations de Maxwell sont valides
dans tous les référentiels et la vitesse de la lumiere, ¢, est la méme dans tous les référentiels. Nous
centrerons cet exposé sur I'invariance de la vitesse de la lumiere. Il serait tout aussi possible de ne pas
faire jouer un role aussi central & 1’électromagnétisme. On pourrait simplement postuler qu’il existe
une vitesse limite de propagation de toutes les interactions et effectuer tous les raisonnements qui vont
suivre sur cette vitesse. Il suffirait, enfin, de constater qu’expérimentalement la vitesse de la lumiére
dans le vide est identique a la vitesse limite, a la précision des mesures. Il n’est pas absolument exclus,
en effet, bien que cela soit tres peu vraisemblable, que le photon possede une tres petite masse, rendant
la vitesse de la lumiere tres légerement inférieure a la vitesse limite qui apparait en relativité.

Ce principe de relativité, de prime abord, semble ne rien remettre en cause d’essentiel et semble
tres voisin du principe de relativité de la physique classique. Il n’en est rien, comme nous allons le voir
en considérant deux expériences de pensée. Nous allons montrer en effet que le principe de relativité
a deux conséquences immédiates:

e Le temps ne s’écoule pas de la méme fagon dans deux référentiels galiléens en mouvement relatif
(deux horloges en mouvement relatif baties sur le méme modele ne battent pas au méme rythme).

e Deux événements qui se produisent simultanément dans un référentiel peuvent se produire a des
instants différents dans un autre référentiel.

Remettre en cause des propriétés aussi intuitives de l’espace et du temps ne sera pas sans con-
séquences. Il est clair, en particulier, que la transformation appelée & remplacer la transformation
de Galilée devra renoncer au caractére absolu du temps et mélanger les coordonnées spatiales et
temporelles.

1.2.2 Deux expériences de pensée

Nous considérons donc deux référentiels en mouvement relatif, avec la géométrie décrite dans la figure
1.1. Le référentiel R’ sera celui du contréleur, ou du train, pour reprendre nos analogies ferroviaires, le
référentiel R celui du chef de gare. Le controleur, situé en O'; envoie & t' = 0 (nous ne confondrons pas
les temps dans les deux référentiels) une impulsion lumineuse de durée négligeable dans la direction
y' vers un miroir situé en y’ = L (voir figure 1.2). L’impulsion, réfléchie par le miroir, revient vers
le controleur et l'atteint au bout d’un temps 7”7 = 2L/c¢ (nous supposerons, pour ce paragraphe
seulement, que, pour la cinématique classique, la vitesse de I'impulsion est ¢ dans R’ - 1’ensemble

4Nous ne saurions trop recommander la lecture de cet article, ainsi que celle d’un article de revue rédigé deés 1907, qui
constitue un exposé trés pédagogique de la relativité (Edition de ceuvres essentielles d’Einstein, Relativités I—éditions
Seuil-CNRS).
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Figure 1.2: Une expérience de pensée établissant le caractére relatif du temps. Un signal lumineux est émis depuis
lobservateur O’, le long de I’'axe O'2’, vers un miroir M. Apres réflexion sur ce miroir, le signal revient & 1’observateur
O’. La méme expérience est vue, a gauche, dans le référentiel du train et, & droite, dans un référentiel immobile. Pendant

I’expérience, I’observateur O’ est passé de O & B.

de 'argument pouvant étre transposé sans difficultés au cas, plus naturel, ou on supposerait que la
vitesse de I'impulsion est ¢ dans R). Notons que le controleur pourrait ainsi construire une horloge.
Renvoyant une deuxiéme impulsion a I'instant précis ou il regoit la premiere, il établirait un phénomene
périodique et donc une horloge.

Regardons maintenant cette méme expérience avec l'oeil du chef de gare (partie droite de la figure
1.2). A ¢’ =0, le controleur est en O’ et donc aussi en O. De son c6té, le miroir s’est déplacé avant
que I'impulsion ne P'atteigne. Il occupe donc une position M, & une certaine distance de O sur 'axe
Oz. Enfin, le train continue a se déplacer pendant le retour de I'impulsion et le controleur occupe la
position B au moment du retour. La trajectoire de I'impulsion dans R est triangulaire.

Imaginons d’abord que le chef de gare ait été nommé avant 1905 et soit donc un adepte de la
cinématique classique. Pour lui, la vitesse de la lumiére obéit a la loi de composition. La vitesse
de I'impulsion a donc une composante +c sur Oy et une composante u sur Oz (u étant la vitesse
du train). Son module est donc v¢? 4+ u?. La durée du parcours OM étant L/c (on admettra dans
toute la suite que la position du miroir selon y n’est pas affectée par le changement de référentiel;
nous en donnerons plus tard une justification détaillée), on a OH = uL/c et la longueur OM vaut
Lvc? 4+ u?/c. Le temps du parcours OM est donc L/c et la durée totale de I'expérience T' = 2L /c est
identique a celle vue par le controleur (la distance parcourue dans R est plus grande, mais le module
de la vitesse est augmenté dans la méme proportion). On retrouve bien, naturellement, le postulat
d’universalité du temps.

Considérons maintenant un chef de gare ayant admis la validité du postulat de relativité. Pour lui,
la vitesse de I'impulsion est c. Le temps de parcours OM est donc OM/c. Il en déduit OH = uOM /c.
Comme OM? = L? + OH?, on a OM = L/\/1 —u?/c?. 1l obtient donc finalement:

T =~T", (1.3)

avec
= — (1.4)
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Figure 1.3: Deuxieme expérience de pensée illustrant le postulat de relativité. En haut, vue de la situation au moment
ott le chef de gare, situé en O, et le contrdleur, en O’ voient arriver simultanément les signaux lumineux émis par A et
B. En bas, situation au moment oll les signaux se sont allumés. O’ n’est pas encore arrivé en O. Les signaux s’allument

en face des observateurs A’ et B’.

Le facteur 7 (que nous aurons de nombreuses occasions de retrouver) est toujours supérieur a un. La
durée de ’expérience mesurée par le chef de gare est plus longue que celle mesurée par le controleur.
Si chacun construisait une horloge avec le méme dispositif, celle du chef de gare battrait plus vite et
avancerait par rapport a celle du contréleur (un cauchemar pour le respect des horaires; heureusement,
leffet est petit comme on pourra le vérifier). Le postulat de relativité a pour conséquence immédiate
que le temps n’est pas une notion universelle.

Cette expérience de pensée nous fournit une autre indication sur ce que sera la cinématique rela-
tiviste. Le facteur v n’existe que si la vitesse relative des deux référentiels est plus petite que c. Si ce
n’était pas le cas, I'impulsion lumineuse qui se réfléchit normalement sur le miroir dans R’ n’arriverait
jamais & rattraper ce miroir dans R, puisque sa vitesse n’est “que” c¢. Un événement (la réflexion)
se produirait dans un référentiel et pas dans un autre, ce qui est bien sur absurde. Deux référentiels
galiléens ne peuvent donc étre animés 'un par rapport a Pautre d’une vitesse supérieure (ou méme
égale) a ¢. Comme on peut attacher un référentiel galiléen & tout objet en translation uniforme, c
apparait aussi comme une vitesse limite pour tous les objets matériels.

La seconde expérience de pensée que nous allons étudier nous emmenera encore plus loin, puisqu’elle
nous forcera a renoncer au caractere absolu de la simultanéité. Nous utiliserons encore les services du
chef de gare et du controleur embarqué sur son train. Le chef de gare est situé en O, a mi—chemin de
deux signaux lumineux A et B. A linstant ¢t = 0, il voit ces deux signaux s’allumer simultanément.
S’il sait, ou s’il mesure, que la méme distance L le sépare des deux signaux, il en déduira qu’ils se sont
allumés simultanément a 'instant t = —L/c.

Au méme instant ¢t =t = 0, le controleur, situé en O’, passe devant le chef de gare. Il voit donc,
a cet instant précis, les deux signaux A et B s’allumer. Comment peut-il en déduire 'instant auquel
ils se sont allumés (dans son échelle de temps, bien str)? Il lui faut d’abord déterminer ou les deux
signaux se sont allumés dans son référentiel. Pour cela, il peut parcourir son train et rechercher les
deux voyageurs A’ et B’ (les observateurs) qui étaient juste en face des signaux quand ils se sont
allumés. Il pourra ensuite leur demander a quel instant cet événement s’est produit ou utiliser leur
position et la vitesse de la lumiere pour calculer cet instant.
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Supposons d’abord que la cinématique classique s’applique. Le temps étant universel, les deux
signaux s’allument dans R’ au méme instant ¢’ = —L/c. A cet instant O’ est & une abscisse —uL/c
par rapport & O. Les passagers A’ et B’ sont alors situés respectivement en 2’ = —L + uL/c et
' = L+ uL/c (voir la partie inférieure de la figure 1.3). La distance A'O" = L(c — u)/c est donc
inférieure & la distance B'O’ = L(c + u)/c. En revanche, la vitesse de P'impulsion venant de A’ est
c—u et la vitesse de 'impulsion venant de B’ est ¢+ u. En appliquant la procédure décrite ci—dessus,
le contréleur établira donc que les deux signaux se sont allumés au méme instant. L’un était plus
proche, mais la vitesse de I’autre impulsion était plus grande.

Que se passe-t-il maintenant si nous appliquons le principe de relativité? La vitesse des deux
impulsions lumineuses est la méme. Nous ne pourrons pas, pour le moment, déterminer la position
des observateurs A’ et B’ (il nous faudra la transformation de Lorentz pour cela). Nous pouvons
comprendre, en revanche, que la distance A’O’ est nécessairement inférieure a la distance O’'B’. Le
temps de parcours de I'impulsion provenant de A est donc inférieur & celui de 'autre. Le contréleur
en déduira que le signal A s’est allumé aprés le signal B. Deux événements peuvent étre vus comme
simultanés ou non par des observateurs appartenant & des référentiels différents. Nous verrons bientot
qu’heureusement cet abandon de 'universalité de la simultanéité ne compromet pas la causalité.

Nous avons vu émerger, en discutant ces deux expériences de pensée, deux des notions essentielles
de la relativité: I’événement et I'intervalle.

1.3 Evénements et intervalles

1.3.1 Evénements

Comme nous venons de le voir, le temps n’est plus universel et n’est plus séparable des cordonnées spa-
tiales. Il faudra décrire les expériences en termes d’événements (tres littéralement: il s’est passé quelque
chose quelque part). Un événement, c’est par exemple I’allumage du signal A ou la réflexion de la
lumieére sur le miroir dans notre premiére expérience de pensée. Un événement existe indépendamment
du choix du référentiel. On peut caractériser un événement, dans un référentiel donné, par I’observateur
qui était sur place (le passager A’) et par linstant, mesuré sur I’horloge de cet observateur, ou
I’événement s’est produit®. On pourra donc complétement caractériser I’événement par quatre nom-
bres: les trois coordonnées spatiales de ’'observateur (on se munit d’un repére convenable) et le temps.
On décrira donc un événement par la donnée d’un référentiel et d’un quadruplet de nombres (ct, z, y, z)
(nous développerons au chapitre suivant des notations tensorielles puissantes pour traiter ces quadru-
plets). Bien siir, les coordonnées spatio—temporelles du méme événement dans un autre référentiel
sont différentes et I’essentiel de notre tache sera de donner la loi de transformation qui remplace et
étend la transformation de Galilée. Il y a un paralléle tres fort entre la différence entre événement
(indépendant du référentiel) et coordonnées spatio—temporelles et celle qui existe entre un vecteur
(indépendant du repere) et ses composantes sur une base donnée.

Nous utiliserons souvent des représentations géométriques des événements. On peut en effet les
représenter comme un point dans un espace a quatre dimensions. Cette représentation posant quelques
problemes techniques, on se cantonne souvent a une dimension d’espace. On représente alors un
événement comme sur la figure 1.4. Pour des raisons de commodité, on porte sur l'axe vertical le

produit ct. Les deux coordonnées dans cet espace ont ainsi la méme dimension®.

50n supposera encore que tous les observateurs d’un méme référentiel peuvent synchroniser leurs horloges. II leur est
interdit de se déplacer, mais on peut procéder de fagon plus subtile. On peut, par exemple, déterminer par des moyens
géométriques le milieu du segment AB joignant deux observateurs. On peut placer en ce point une source lumineuse
qui s’allume & un certain instant. Si les observateurs A et B font le zéro de leurs horloges au moment ou ils voient cette
source s’allumer, ils auront établi leur synchronisme.

5Les professionnels de la relativité prennent souvent ¢ = 1, ce qui simplifie énormément les écritures. A notre niveau,
il est peut étre imprudent de se priver d’un moyen de vérifier ’homogénéité de nos formules



80 CHAPITRE 1. CINEMATIQUE RELATIVISTE

ct

Ny,
7

X

Figure 1.4: Un événement, une ligne d’univers et un cone de lumiere. Un événement est représenté par un point dans un
espace z, ct. Une ligne d’univers est I’ensemble des événements correspondant aux positions successives d’une particule.

Le cone de lumiere d’un événement est constitué des lignes d’univers d’un signal lumineux passant par cet événement.

On peut considérer le mouvement d’un point dans un référentiel comme une suite d’événements
(la suite des observateurs devant lesquels la particule est passée associée aux instants correspondants).
Une telle suite continue d’événements forme dans I’espace-temps une ligne, que nous nommerons “ligne
d’univers” de la particule. Une telle ligne est représentée sur la figure 1.4.

La ligne d’univers d’une particule qui se déplacerait a la vitesse de la lumiére serait parallele, dans
notre représentation graphique, a la premiere ou a la deuxieéme bissectrice. Dans l’espace a quatre
dimensions, I’ensemble des lignes d’univers partant d’un point et correspondant a un mouvement a c
forme le “cone de lumiere” de cet événement (voir aussi la figure 1.4). Les événements antérieurs a
I’événement de référence forment le passé du cone de lumiére, les autres le futur. Comme ¢ est une
vitesse limite, toutes les lignes d’univers passant par un événement donné doivent étre a I’'intérieur du
cone de lumiere. Deux événements ne pourront étre reliés par un signal ou une relation causale, que
s’ils sont dans le cone de lumiere I'un de lautre. Il est évident géométriquement que cette relation
est symétrique: si A est dans le cone de lumiere de B, alors B est dans le cone de lumieére de A.
En revanche, cette relation n’est pas transitive dans le cas général, comme on pourra s’en persuader
aisément. Si C est dans le passé du cone de lumiére de B, lui méme dans le futur du cone de lumiere
de A, alors C n’est pas nécessairement dans le cone de lumiére de A. En un mot, si A et C' peuvent
tous deux étre la cause de B, il n’y a aucun lien de causalité a priori entre eux. En revanche, si C' est
dans le futur de B, il est nécessairement dans le cone de lumiere de A: si A est la cause de B qui est
lui méme la cause de C, alors A peut étre la cause de C.

En ces termes, la version relativiste de la causalité apparait trés clairement. Si la physique clas-
sique admet qu’'un événement puisse étre la cause d’un autre s’il lui est antérieur (admettant ainsi
implicitement les actions instantanées a distance), la relativité exige que l'un des événements soit
effectivement antérieur a I’autre (nous verrons dans le prochain paragraphe que la notion d’antériorité
est indépendante du référentiel) mais aussi que les deux événement puissent étre reliés par un signal.
Nous allons maintenant pouvoir affiner beaucoup ces notions en introduisant 1’intervalle.
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1.3.2 Intervalle. Invariance de ’'intervalle

Considérons deux événements repérés, dans un référentiel donné, par (ct1,x1,y1,21) et (cta, x2,y2,22).
Si ces deux événements sont sur le cone de lumiere I'un de 'autre, ils peuvent étre reliés par un signal
lumineux se propageant a la vitesse ¢. On a donc dans ce cas:

At —t2)? = (v1 — 22)> + (y1 — 92)> + (21 — 22)? . (1.5)
L’écriture de cette relation suggere d’introduire ’'intervalle entre deux événements quelconques par:
510 =Pt —t2)” — (21— 22)” — (11 — 12)* — (1 — 22)° . (1.6)

Notons que le choix du signe + pour la composante temporelle de 'intervalle est tout a fait arbitraire.
C’est cependant le plus répandu aujourd’hui. L’intervalle jouera le réle d’une distance dans notre
espace—temps & quatre dimensions. Sa seule propriété évidente a ce point est de s’annuler quand les
deux événements sont sur le cone de lumiére 'un de lautre. Cette propriété est indépendante du
référentiel: le fait pour deux événements d’étre ou non reliés par un signal lumineux ne dépend pas
de la description du mouvement. Un intervalle nul est donc un invariant dans un changement de
référentiel.

Nous établirons rigoureusement, a partir de la transformation de Lorentz, le fait que 'intervalle
est indépendant du référentiel (est un “invariant relativiste”), méme s’il n’est pas nul. Nous allons
donner ici une indication de ce fait par un raisonnement qui, bien qu’il ne soit pas tout & fait rigoureux
(il fait appel & des hypothéses supplémentaires implicites), établit de maniére simple l'invariance de
I'intervalle. Cette invariance nous permettra, dans les prochains paragraphes, de comprendre beaucoup
de propriétés de la transformation de Lorentz avant méme d’en écrire la forme explicite.

Pour cela, considérons deux événements infiniment voisins. L’intervalle, lui aussi infinitésimal,
entre ces événements s’écrit alors, dans un référentiel R:

ds® = Adt* — daz® — dy? — d2?* . (1.7)
Considérons les deux mémes événements dans un autre référentiel R’. L’intervalle entre eux s’écrit
ds” = Adt”? — dz’? — dy'* — d2"? . (1.8)

On doit pouvoir écrire l'intervalle dans le nouveau référentiel comme une fonction de celui dans R,
fonction qui s’annule avec son argument (parce qu’un intervalle nul est conservé). On doit pouvoir
développer cette fonction au premier ordre pour les intervalles infinitésimaux que nous manipulons et
écrire:

ds”? = ads? (1.9)
ou a est une constante ne dépendant que de la vitesse relative u des deux référentiels. En fait I’isotropie
de l'espace impose que a ne dépende que du module u de la vitesse u. Considérons maintenant

un troisieéme référentiel R”, en mouvement & la vitesse v par rapport & R et w par rapport a R’.
L’intervalle infinitésimal dans ce référentiel, ds”?, est tel que:

ds"? = a(v)ds® = a(w)ds™ = a(w)a(u)ds® . (1.10)
La fonction a doit donc vérifier, pour tout triplet de vitesses relatives:

a(v)
a(lw) = —= 1.11
) = 23 (111)
ce qui est manifestement impossible (le module de la vitesse w dépend de l'orientation relative des
deux autres et pas seulement de leur module), & moins que a = 1. On établit ainsi l'invariance
des intervalles infinitésimaux. Tout intervalle pouvant étre obtenu par une intégration d’intervalles
infinitésimaux entre les deux événements, on établit ainsi I'invariance d’un intervalle arbitraire.
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1.3.3 Conséquences de la conservation de I’intervalle. Causalité relativiste

Si l'intervalle est un invariant relativiste, son signe 1’est aussi, bien stur. Nous distinguerons donc deux
types d’intervalles:

e Si 3%72 > 0, nous dirons que nous avons & faire a un intervalle du genre temps. La différence
entre les temps des deux événements est supérieure a la distance (en unités convenables). Cela
signifie que les deux événements peuvent étre reliés par un signal se propageant moins vite que
la lumiere et qu’il peut donc y avoir un lien de causalité entre eux. En d’autres termes, aussi,
les deux événements sont dans le cone de lumiere I'un de ’autre.

o Si 3%72 < 0, la distance spatiale entre les deux événements est plus grande que la distance
temporelle. Aucun signal ne peut donc avoir relié les deux événements, ce qui exclut tout lien
de causalité (souvenons nous qu’aucune interaction ne peut se propager plus rapidement que la
vitesse limite ¢). Nous dirons alors que nous avons a faire & un intervalle de genre “espace”.

e Sis?, =0, les deux événements peuvent avoir été reliés par un signal se propageant 3 la vitesse
k)
de la lumiere. Nous dirons alors que l'intervalle est du genre “lumiere”.

L’intervalle, ou du moins son signe, est trés fortement relié a la notion de causalité. Il est donc
essentiel que la nouvelle cinématique prédise l'invariance de l'intervalle, de maniere que les liens de
causalité entre événements soient indépendants des observateurs. La causalité classique, qui n’exigeait
que des relations d’antériorité entre la cause est la conséquence exige maintenant deux conditions.
D’abord, la cause et la conséquence doivent étre dans le cone de lumiere 'une de 'autre pour qu’une
interaction ait eu le temps de se propager entre elles (la notion d’interaction instantanée a distance,
commune en mécanique classique, disparait en relativité). D’autre part, il faut encore que la cause
précede la conséquence. Il est donc important que les notions de passé et de futur, a 'intérieur du
cone de lumiere, soient elles aussi des invariants relativistes.

Pour établir cette invariance, considérons le cone de lumiére de ’événement O et un événement M
dans ce cone de lumiere. Nous avons défini le futur de O comme ’ensemble des événements du cone
de lumiere de O de coordonnée temporelle supérieure a celle de O et nous supposerons M situé dans
cette partie du cone de lumiere. Si, dans un changement de référentiel, M passait dans le passé de
O, cela impliquerait qu’il existe un changement de référentiel pour lequel M et O soient confondus.
En effet, quel que soit le changement de référentiel, M reste dans le cone de lumiere de O. Par
continuité, passer du futur au passé de O impose qu’il existe un changement de référentiel amenant
M et O a coincidence. Mais ceci est contraire a I'invariance de 'intervalle, qui deviendrait nul dans ce
changement de référentiel, alors qu’il ne ’est pas initialement. Nous en déduirons donc que les notions
de passé et de futur sont des invariants relativistes, ce qui est d’une importance cruciale pour que la
causalité garde un sens en relativité. Notons que cette invariance ne tient que pour deux événements
situés dans le cone de lumiere I'un de 'autre. Si ce n’est pas le cas et si les deux événements ne
peuvent étre reliés par aucun lien de causalité, I’ordre des temps peut étre modifié par un changement
de référentiel (c’est par exemple le cas dans I'expérience de pensée du train et des deux signaux que
nous avons détaillée plus haut). Bien sir, nous préciserons quantitativement ces notions dans le
paragraphe suivant quand nous disposerons de la forme explicite de la transformation de Lorentz.

Notons enfin, pour finir, que tous les intervalles pris sur la ligne d’univers d’une particule matérielle
sont du genre temps.

1.3.4 Temps propre

Nous pouvons appliquer I'invariance de I'intervalle au probléme des horloges en mouvement que nous
avons déja abordé dans notre premiere expérience de pensée. Nous y avons vu que la période d’une
horloge (P’aller et retour d’un signal lumineux) n’était pas la méme pour le controleur et le chef de gare.
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Nous allons établir ce résultat de maniere plus générale en utilisant I'invariance de l'intervalle. La
encore, toutes ces notions seront beaucoup plus précises quand nous disposerons de la forme explicite
de la transformation de Lorentz.

Considérons donc une particule, ou une horloge, en mouvement arbitraire par rapport a un
référentiel R. Si ce mouvement est accéléré, il n’existe pas de référentiel galiléen dans lequel la
particule soit au repos a tout instant. En revanche, on peut considérer & chaque instant le référentiel
galiléen dont la vitesse v coincide avec celle de la particule. Nous appellerons ce référentiel le référentiel
tangent au mouvement R’. A l'instant considéré, on peut faire en sorte que la particule soit située a
Porigine O’ de R/, avec une vitesse nulle.

Considérons maintenant un intervalle de temps infinitésimal dt dans R. Pendant ce temps, la
particule se déplace de dl = vdt. Les deux événements correspondant aux deux extrémités de ce
mouvement infinitésimal sont donc séparés par un intervalle

2
v
ds* = dt* — dI* = 2dt? (1 - —2> . (1.12)
c
Considérons maintenant les deux mémes événements dans R/, le référentiel tangent. Dans ce référentiel,
la vitesse de la particule est nulle. Son déplacement est donc nul au premier ordre en dt’. L’intervalle

s’écrit donc aussi:
ds* = 2dt”? . (1.13)

Nous appellerons donc “temps propre” l'intervalle de temps s’écoulant dans R’ et nous le noterons
dr = dt’. En rapprochant les deux expressions précédentes de 'intervalle, nous pouvons écrire

dt = ~vdr (1.14)
avec )
ym——— . (1.15)
02
T

Nous retrouvons, de fagon plus générale, que 'intervalle de temps mesuré dans le référentiel tangent ou
le référentiel propre dans le cas d’'un mouvement uniforme, est plus court que l'intervalle mesuré dans
un autre référentiel. Le facteur de “dilatation” du temps, -y, toujours supérieur a un, a ’expression
que nous avions déja trouvée au paragraphe précédent. Il est important de constater a ce point
que d7 est une quantité indépendante de I'observateur. Tout observateur, indépendamment de son
état de mouvement par rapport a la particule, peut calculer un intervalle de temps propre a partir
d’un intervalle de temps dans son référentiel, et en déduire, par intégration, le temps propre de la
particule entre deux événements servant de référence. Le résultat obtenu sera le méme pour tous
les observateurs (si ils choisissent les mémes événements de référence). Le temps propre est donc une
propriété intrinseque de la particule. Nous nommerons une telle quantité un 4-scalaire dans le chapitre
suivant.

Le raisonnement est fait ici pour des intervalles de temps infinitésimaux. On peut le généraliser a
des intervalles arbitraires. A chaque instant, on peut définir un référentiel tangent pour la particule.
On peut alors déterminer le “temps propre” de la particule, 7, en intégrant les intervalles de temps
propre infinitésimaux. En intégrant aussi la relation entre temps propre et intervalle de temps dans
‘R, on montrera que la durée propre est toujours inférieur & la durée mesurée dans R.

Cette “dilatation des temps” a plusieurs conséquences pratiques mesurables qui ont apporté des
confirmations éclatantes au principe de relativité.

Considérons d’abord une particule instable de durée de vie (moyenne) T. Dans quel référentiel
doit-on utiliser cette durée de vie? Elle n’a bien sir de signification que dans le référentiel de la
particule. C’est en effet une “horloge” interne a la particule qui déclenche sa désintégration. Dans le
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référentiel du laboratoire, R, la durée de vie moyenne de la particule sera alors 7" (nous supposerons,
pour fixer les idées, que la particule est en mouvement rectiligne uniforme — 7 est donc une constante).
Si la vitesse de la particule est trés proche de celle de la lumieére, la facteur de dilatation temporelle
~ est tres grand devant un et la durée de vie “vue” dans le référentiel du laboratoire est tres grande
par rapport & la durée de vie intrinseque. C’est cet effet qui permet d’observer, dans les chambres a
bulles ou a fils, les traces de particules & durée de vie tres courte.

La dilatation des temps se manifeste aussi a une échelle de vitesses plus accessible, a condition de
disposer d’horloges de haute précision. Le réseau d’horloges atomiques qui fixent le temps international
doit périodiquement étre recalé. Pour cela, on transporte physiquement d’un site & I’autre des horloges
portables de haute précision. A Darrivée du voyage, il faut corriger I’horloge mobile de la dilatation
relativiste des temps’ que l’on pourra estimer numériquement & titre d’exercice.

Citons également le célebre “paradoxe des jumeaux”, du a Langevin. De deux frére jumeaux, 'un
reste sur terre et I’autre vole vers Proxima du centaure, & une distance de 4 années lumiere, avec une
vitesse constante, proche de celle de la lumiére. A peine arrivé, le jumeau voyageur fait demi-tour
et revient sur Terre & la méme vitesse. A Darrivée, le temps écoulé pour le jumeau terrestre est de
huit ans (4 ans pour l'aller, autant pour le retour). En revanche, pour le voyageur, le temps écoulé
n’est que de 8/~ ans, beaucoup plus court. Nous verrons, quand nous aurons explicité la forme de la
transformation de Lorentz, que le jumeau voyageur voit I’étoile de destination s’approcher de lui a une
vitesse proche de celle de la lumiere. En revanche, elle est initialement beaucoup plus proche de lui que
4 années-lumiere. Le jumeau voyageur revient donc sur terre plus jeune que son frére! Le paradoxe
apparent est qu’il semble y avoir une parfaite symétrie entre les deux jumeaux, incompatible avec
cette différence d’age: dans le référentiel du voyageur, le jumeau terrestre s’éloigne et se rapproche a
grande vitesse.

La “solution” de ce paradoxe apparent est que le référentiel du jumeau voyageur n’est pas un
référentiel galiléen. Le temps propre tel que nous I’avons défini n’est pas le temps mesuré dans un
référentiel donné. C’est une accumulation de temps infinitésimaux tous calculés dans des référentiels
galiléens différents, les référentiels tangents au mouvement accéléré du mobile. Considérer la situation
du point de vue du jumeau voyageur reviendrait & définir un temps pour un référentiel bien défini (celui
du jumeau voyageur), accéléré. Ceci n’est pas possible dans le cadre de la relativité restreinte. En
relativité générale, le temps est affecté par la gravitation ou de maniere équivalente par 1’accélération.
On peut alors effectivement définir un temps pour le jumeau voyageur et retrouver rigoureusement la
dissymétrie entre les deux jumeaux.

Cette breve étude du paradoxe des jumeaux introduit naturellement la notion de célérité. Si
on désire voyager loin, ce qui importe c’est le temps propre utilisé (celui dans lequel on vieillit) et la
distance parcourue dans le référentiel immobile. On peut définir alors une vitesse, que nous nommerons
célérité, en termes du temps estimé dans un référentiel et de ’espace estimé dans un autre. De facon
évidente, la célérité est le produit de la vitesse ordinaire par le facteur v de dilatation du temps. Elle
peut donc étre treés supérieure a la vitesse de la lumiere, sans que la causalité relativiste ne soit violée
puisque la célérité n’est pas une vitesse a proprement parler.

Nous conclurons ce paragraphe par une remarque importante pour la dynamique. Si une horloge
est immobile dans R, le temps propre mesuré entre deux événements coincide avec celui du référentiel.
En revanche, si elle est en mouvement, le temps propre entre les deux mémes événements est toujours
inférieur au temps du référentiel (et ce quelle que soit la forme ou la loi horaire de la trajectoire).
On en déduit donc que l'intégrale du temps propre entre deux événements est maximale pour une
horloge immobile, une propriété qui nous sera fort utile pour formuler un principe variationnel pour
la dynamique relativiste.

"Il faut aussi corriger un effet de “red shift” gravitationnel qui n’est descriptible que dans le cadre de la relativité
générale. La fréquence de I’horloge est affectée en effet par le champ de pesanteur terrestre, légerement diminué en vol.



1.4. TRANSFORMATION DE LORENTZ 85

1.4 Transformation de Lorentz

Apres cette approche trés qualitative, qui nous a permis de comprendre certaines caractéristiques
essentielles de la nouvelle cinématique; il nous reste & donner la forme explicite de la transformation
de Lorentz, décrivant un changement de référentiel. Nous allons, en fait, oublier pour un temps tout
ce que nous avons appris dans les paragraphes précédents et essayer de construire toutes les transfor-
mations obéissant a un certain nombre de symétries fondamentales, telles que l'isotropie de I'espace
ou l'invariance par translation dans le temps. Nous verrons qu’il n’y a en fait que quatre formes pos-
sibles pour une telle transformation. Deux d’entre elles sont inacceptables parce qu’elles conduiraient
a abandonner le principe de causalité. Les deux dernieres sont la transformation de Galilée, que
nous rejetterons également car elle n’obéit pas au principe de relativité, et enfin la transformation de
Lorentz. Au cours de cette recherche, nous verrons apparaitre certaines propriétés essentielles de la
transformation de Lorentz que nous discuterons dans le dernier paragraphe de cette section.

1.4.1 Forme de la transformation de Lorentz

Le choix d’axes pour les deux reperes est, encore une fois, celui illustré par la figure 1.1. Nous
cherchons donc une transformation £(u) permettant d’exprimer les coordonnées (ct’,z’,y',2') d'un
événement dans R’ en fonction de celles dans R, (ct,z,y,z2). Rappelons que u est la projection
algébrique de la vitesse de R’ par rapport a R sur I’axe du mouvement. Notons tout de suite qu’avec
nos conventions I’événement (0, 0,0, 0) dans R se transforme en I’événement origine (0,0,0,0) dans R’.
Nous obtiendrons avec ce choix d’axes la transformation de Lorentz spéciale. Une simple combinaison
avec les rotations et symétries nous permettra ensuite d’obtenir le groupe de Lorentz complet, dont le
groupe spécial est un sous—groupe, décrivant des changements de référentiels tout a fait quelconques.

Nous imposerons d’abord a £ d’étre une transformation linéaire, homogene. L’invariance de la
physique dans une translation arbitraire de I’espace ou du temps impose cette linéarité.

L’ensemble des transformations de Lorentz, paramétrées par la vitesse relative u, doit former un
groupe. Considérons en effet trois référentiels: R, R’, en mouvement & la vitesse u par rapport a R, et
R”, en mouvement & la vitesse v par rapport & R’ et w par rapport & R (comme nous avons abandonné
le cadre de la relativité galiléenne, w n’est pas égal & u + v). La transformation de R vers R’ peut
s’écrire L(w) ou L(v)L(u) (ce produit étant & comprendre comme la composition de deux applications
linéaires et donc étant lu de droite & gauche). Le produit de deux transformations de Lorentz définit
donc une application de composition interne qui posseéde évidemment toutes les propriétés d’une loi de
groupe. Il existe un élément neutre, 'identité, correspondant au passage d’un référentiel a lui-méme
et donc a la vitesse nulle. Chaque élément possede un inverse. Il doit en étre ainsi, pour qu’a tout
événement dans R corresponde un seul jeu de coordonnées dans R’. La transformation inverse est
celle qui donne les coordonnées dans R en fonction de celles dans R'. La vitesse de I'origine O dans
R’ doit bien siir étre —u. Si la vitesse de O par rapport & O’ n’était pas opposée a la vitesse de O’
par rapport & O, nous aurions certainement brisé le principe de relativité. La transformation inverse
de L(u) doit donc étre la transformation de Lorentz correspondant & la vitesse —u, qui est celle de R
mesurée dans R': on doit avoir £L(u)~! = L(—u).

Il n’est pas évident a priori que ce groupe, que nous appellerons “groupe de Lorentz”, soit com-
mutatif. En fait, il est possible de montrer que tout groupe paramétré par un parametre unique,
a condition que ce paramétrage soit “suffisamment” continu et dérivable, est isomorphe au groupe
additif des réels®. Il en résulte immédiatement que tous ces groupes sont abéliens (ou commutatifs).
Notons que cet isomorphisme indique qu’on peut, par un changement de variable adéquat, paramétrer

8Nous ne démontrerons pas ici cette propriété. On en trouvera une démonstration trés élémentaire dans J.M. Lévy—
Leblond et al., Am. Journal of Physics, 47, 1045 (1980). On peut donner des exemples simples de cette propriété. Le
groupe multiplicatif des réels (paramétré par la valeur de I’élément) admet une représentation additive évidente qui n’est
autre que le logarithme Népérien. Le groupe des rotations autour d’un point, paramétré par ’angle de rotation, est
directement paramétré sous forme additive.
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le groupe par un parametre additif, déterminé de fagon univoque a un facteur pres (& un choix d’unités
pres). On pourrait ainsi trouver un parametre ¢(u) tel que la composition de deux transformations
de Lorentz s’écrive L(p(u) + ¢(v)) = L(¢(v))L(p(u)). Nous verrons par la suite que ce paramétrage
additif a une signification physique tres claire.

Penchons nous d’abord sur les lois de transformation des coordonnées y et z. Comme les axes Ox
et O'x’ coincident & tout instant, le fait que y = z = 0 implique que ¢y’ = 2’ = 0 pour toutes les valeurs
de x et t. Ces deux derniéres coordonnées ne peuvent donc intervenir dans les lois de transformation
de y et z, qui se résument donc a :

/

Yy = ay+bz (1.16)
2 = Vy+dz. (1.17)

Les axes Oy et O'y’ doivent coincider at = 0. Si b et b’ n’étaient pas nuls, 'axe O’y’ correspondrait
a des valeurs simultanément non nulles de y et z et ne pourrait donc coincider avec Oy. La transfor-
mation se réduit donc a un simple facteur d’échelle sur y et z. L’isotropie de ’espace impose de plus
que les facteurs affectant y et z soient identiques. On a donc simplement:

v =ay Z=uaz. (1.18)

Montrons maintenant que ce facteur a vaut nécessairement 1. Nous avons montré effectivement que
L(u)™! = L(—u). La transformation inverse est donc décrite par le facteur a(—u), mais aussi par le
facteur 1/a(u). L’isotropie de I’espace impose de plus que le facteur a ne dépende pas de l'orientation
de la vitesse par rapport a 'axe Oy. On a donc a = 1/a et a = +1. Si le choix des orientations des
axes dans les deux référentiels est cohérent, on a donc finalement ¢ = 1. Nous avons montré que la
transformation de Lorentz laisse invariantes les coordonnées perpendiculaires a la vitesse relative.

Intéressons nous maintenant a la transformation de x et ct. La transformation la plus générale
ferait intervenir les coordonnées y et z. L’invariance par translation perpendiculaire a ’axe des z
impose évidemment que y et z n’interviennent pas dans la loi de transformation de z. De méme, a
z et ct donnés, le temps ct’ ne doit pas dépendre de y ou z. Finalement, on peut exprimer la loi de
transformation la plus générale par une relation matricielle 2 x 2:

/
(ct/) _ (a(u) b(u)) (ct) . (1.19)
x e(u) f(u) x

On peut préciser considérablement la forme de cette transformation par un simple argument de
symétrie. Considérons en effet dans le référentiel R’ un axe O’X’ confondu avec, mais d’orientation
contraire &, O'z’. En un mot, X’ = —z/. Considérons de méme I'axe OX opposé avec I'axe Oz,
avec X = —z. On peut considérer la transformation donnant X et ct en fonction de X’ et ct’. Elle
correspond au méme changement de référentiel que celui que nous étudions. En effet, dans les deux
cas, la vitesse du nouveau référentiel selon I’axe des x ou X est u. La vitesse de O est en effet —u sur

O’z et donc u sur O’X’. On en déduit que:

(;)2(3 ;) (;/> ’ (1.20)
()= 7)) a1

Mais cette derniére relation est aussi la transformée inverse de la transformation cherchée:

(0w D)

qu’on peut mettre sous la forme:
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De la comparaison de ces deux formules, on tire immédiatement que le déterminant de la transforma-
tion doit étre égal a un:

af —be=1 (1.23)
et que
a=f=7vy (1.24)
(nous changeons un peu les notations pour évoluer vers la forme standard de la transformation de
Lorentz).

Nous pouvons préciser encore la forme de la transformation en utilisant le caractére abélien du
groupe de Lorentz spécial. En écrivant simplement que £(w) = L(u)L(v) = L(v)L(u), on trouve que:

Y(w) = y(w)y(v) + e(u)bv)
= 7(©)y(u) +e()b(u) , (1.25)

ce qui ne peut étre vérifié pour deux vitesses arbitraires que si e(u)/b(u) est une constante, & moins

qu’une de ces fonctions ne s’annule identiquement. Si ce rapport est une constante, un choix convenable
d’unités d’espace et de temps permet d’amener sa valeur & £1. Nous aurons donc a distinguer 4 cas:

e e(u) = —b(u). La matrice est donc antisymétrique et ses deux coefficients vérifient v2 + b? = 1.
On peut donc poser v = cosf et b = sinf. La matrice de transformation s’écrit donc:

( cos 0 sin@) . (1.26)

—sinf@ cos6

C’est une simple rotation autour de 'origine dans ’espace—temps. La représentation additive de
ce groupe est ’angle de rotation 6.

e b(u) = 0. La valeur du déterminant impose alors 7 = 1 et la matrice de la transformation s’écrit:

(e(lu) ‘1)) . (1.27)

Ecrire ensuite que le mouvement de O’ s’effectue & la vitesse u, c’est & dire que z = 0 implique
x' = —ut', fixe e(u) = —8 = —u/c. Ce groupe est simplement celui de Galilée dont le parametre

additif est la vitesse u ou la vitesse réduite 5 = u/c.

e c(u) = 0. La encore, on doit avoir v = 1 et la matrice s’écrit:

(L KoY 0w

Ce groupe, qui differe du groupe de Galilée en ce qu’il transforme le temps et non ’espace, est
le groupe de Caroll. Il est tout naturel de I’éliminer a priori.

e e(u) = b(u). On a alors ¥2 — b%> = 1 et on peut poser: v = cosh ¢(u) et b(u) = —sinh ¢(u) (la
raison de ce choix de signe apparaitra clairement plus tard). La matrice de transformation:

cosh¢ —sinh¢
(—sinth cosh ¢ ) (1.29)

est alors simplement celle d’une rotation hyperbolique (rotation autour de l'origine d’un angle
imaginaire pur). La représentation additive de ce groupe (que nous appellerons “groupe de
Lorentz”, en faisant fi du suspense) est simplement ’angle de rotation ¢, dont nous donnerons
dans un moment l'interprétation physique.
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Nous n’avons utilisé jusque la que des arguments tres généraux de symétrie et de réciprocité. Il
est déja tres remarquable que nous n’ayons plus le choix qu’entre quatre groupes, chacun paramétré
par un seul parametre additif. Pour choisir la forme correcte, nous pouvons employer deux arguments
supplémentaires®.

Si nous voulons que la causalité soit une notion indépendante du référentiel, il faut au moins
exiger de la transformation qu’elle préserve l'ordre temporel des événements (au moins pour certains
couples d’événements, ceux qui sont dans le cone de lumiére 'un de l’autre). Il doit donc exister des
classes d’événements pour lesquelles le signe de ¢ ne doit changer dans aucune transformation. Il est
facile de voir que le groupe des rotations spatio—temporelles et le groupe de Caroll contiennent des
transformations changeant le signe de ¢ pour tout événement. Ils sont donc exclus par de simples
exigences de causalité.

Il ne nous reste que le groupe de Galilée et le groupe de Lorentz. Le premier, qui conduit a la
composition des vitesses au sens ordinaire, n’est pas acceptable. La transformation cherchée doit
appartenir donc au groupe de Lorentz (& celui des rotations hyperboliques). Il ne nous reste plus
qu’a préciser la valeur du parametre additif ¢(u), que nous appellerons “rapidité”. Il suffit pour cela
d’écrire que O est animé, dans R’, d’'un mouvement uniforme & la vitesse —u (2’ = —ut’). On déduit
immédiatement de la transformation que

x' = —sinh ¢(u)ct, ct' = cosh¢(u)ct (1.30)
et
tanh ¢(u) = % =0. (1.31)
soit encore )
sinh ¢(u) =5, v = cosh p(u) = —— (1.32)

V1-62
Notons que le facteur v peut prendre des valeurs arbitrairement grandes. La rapidité peut donc aussi
étre arbitrairement grande. Si la vitesse u est limitée par la vitesse de la lumiere, il n’en est pas de
meéme pour le parameétre “naturel” du groupe de Lorentz.
Avec ces valeurs, nous avons completement déterminé la transformation de Lorentz, qui peut

s’écrire: " 5 .

c vy =y c

(%) -2 (%) 0.3
la transformation inverse étant évidemment donnée par
ct v B8\ [t

(9«"):(75 7)(%’ ’ (1.34)
(il suffit de changer le signe de la vitesse relative). En termes de coordonnées et de temps, on peut
aussi écrire la transformation directe sous la forme:

o = y(xr—ut) (1.35)

? = ~ (t - Z—f) (1.36)
et la transformation inverse sous la forme:

r = (' +ut) (1.37)

t =~ (t' + t—f) (1.38)

9A ce point, imposer la constance de la vitesse de la lumiére ou linvariance de lintervalle suffirait & choisir le dernier
groupe. Nous allons suivre une démarche un plus détaillée pour montrer que la sélection peut aller encore plus loin sans
le postulat de relativité.
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A toutes les relations précédentes, il convient bien siir d’ajouter I'invariance des coordonnées trans-
verses y et z. Notons immédiatement que, si on ne retient dans la transformation de Lorentz que les
termes du premier ordre en u/c, on retrouve la transformation de Galilée. La cinématique classique
apparait donc bien comme une limite de la cinématique relativiste pour des vitesses d’entrainement
faibles devant celle de la lumiere.

Notons que nous avons fait, dans tout ce paragraphe, un choix d’axes bien particulier. Comme
il nous a conduit & une forme univoque de la transformation de Lorentz, nous n’avons pas restreint
la généralité. On peut avoir cependant & composer des transformations de Lorentz correspondant a
des directions de vitesses différentes. La transformation de Lorentz s’écrira alors £(u), ol u est le
vecteur vitesse de R’ par rapport a R, de direction arbitraire. Pour écrire ce genre de changement
de référentiel, il convient de composer la transformation que nous venons d’écrire avec les rotations
arbitraires d’espace, avec les réflexions d’espace et méme, éventuellement, avec les réflexions du temps.
On obtient ainsi le “groupe de Lorentz complet”, qui décrit tous les changements de référentiels. On
distingue parfois, a l'intérieur du groupe complet , plusieurs sous—groupes:

e Le groupe de Lorentz “propre” comprenant la transformation de Lorentz combinée avec les
rotations spatiales. Sauf cas spécial, il suffit & décrire un changement de référentiel avec une
direction de vitesse arbitraire. Le déterminant de la matrice correspondante est 1.

e Le groupe de Lorentz “orthochrome” contient le groupe de Lorentz combiné éventuellement avec
des réflexions d’espace (nous avions exclu explicitement ces transformations dans notre discussion
en imposant aux directions des axes d’étre consistantes). Le déterminant de la matrice peut alors
étre +1.

1.5 Propriétés de la transformation de Lorentz

Avant d’appliquer la transformation de Lorentz a des situations physiques, nous allons nous pencher
plus en détails sur certaines de ses propriétés. La premiere, qui découle directement de 1’expression
de la transformation comme une rotation hyperbolique, est que la transformation de Lorentz conserve
Iintervalle. Nous aurions en fait pu prendre cette hypothése comme point de départ et construire a
partir de la la transformation.

Un point essentiel de ce paragraphe sera de comprendre qu’il y a trois quantités fondamentales
différentes décrivant la vitesse d’un référentiel par rapport & un autre, correspondant a trois situations
expérimentales différentes pour déterminer cette vitesse.

1.5.1 Composition des transformations

Revenons a la situation déja évoquée de trois référentiels en mouvement relatif. La loi de composition
des rapidités nous permet d’écrire de maniere évidente:

P(w) = d(u) + 6(v) . (1.39)

Nous pouvons en tirer facilement la loi de composition des vitesses relativistes, sous une forme simplifiée
correspondant & des vitesses qui sont toutes colinéaires (nous généraliserons au paragraphe suivant),
en écrivant w en fonction de u et v. Il suffit pour cela de prendre le cosh et le sinh de I’équation
précédente. On obtient alors:

sinhgp(w) = Bw)y(w) = y(u)y(v)(B(uw) + B(v)) (1.40)
coshp(w) = y(w)  =~(u)y(v)1+B(w)bv)), (1.41)

d’ol on tire immédiatement:
B(w) Slu) + Bv) (1.42)

T 1+ B8(w)B)
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ou encore
U+ v

v 14+uv/c?’

(1.43)

Cette loi remplace la simple addition des vitesses de la relativité galiléenne. Notons la encore qu’on
retrouve la loi galiléenne d’addition des vitesse pour la composition de vitesses toutes deux petites
devant la vitesse de la lumiere. Remarquons également que cette loi prédit correctement 1’invariance
de la vitesse de la lumiére: si S(u) = 1 ou si B(v) = 1, on trouve immédiatement S(w) = 1. Cela
montre aussi qu’on ne peut dépasser la vitesse de la lumiere en courant dans le couloir d’un train se
déplacant & une vitesse proche de c. Encore une fois, si 'accumulation de vitesses ne peut conduire
a une vitesse supérieure a celle de la lumiére, les rapidités s’accumulent sans limite. Il est d’ailleurs
fructueux a ce point de comparer ces notions de vitesses et de rapidité.

1.5.2 Vitesse, célérité et rapidité

Nous sommes maintenant en possession de trois quantités différentes décrivant le mouvement d’un
référentiel par rapport a un autre. Il n’est que temps d’examiner les différences entre ces quantités et
de préciser leur sens physique.

La premiere définition de la vitesse relative de R’ (le référentiel du contrdleur, pour reprendre
le vocabulaire ferroviaire) par rapport & R (le chef de gare) est la vitesse u, vitesse de 'origine O’
dans R. Imaginons, pour bien insister sur le sens physique de ces quantités, que le controleur désire
déterminer sa vitesse. La premiere méthode est de repérer, sur les horloges de deux gares successives,
ses temps de passage. La liste des tarifs, imprimée dans R, lui donnant la distance (mesurée dans R)
entre ces gares, il en déduira sa vitesse. Cette vitesse, mesurée dans l’espace de R avec le temps de
R, ou dans I'espace de R’ avec le temps de R/, est bien entendu la vitesse u.

L’autre définition que nous avons déja rencontrée est celle de la célérité. Rappelons que c’est
la définition qui intéresse le voyageur interstellaire, puisqu’elle mesure la distance parcourue dans le
référentiel fixe par unité de temps du mobile. Nous avons vu que la célérité s’exprimait par yu ou
~v( = sinh ¢ en unités réduites. Cette vitesse est celle que déterminerait le controleur en mesurant la
durée qui s’écoule entre les deux gares avec sa propre montre. Notons enfin que célérité et vitesse sont
identiques en relativité galiléenne, en raison de I'universalité du temps.

Nous sommes maintenant en possession d’une troisieme “définition” de la vitesse en termes de la
rapidité. Si nous savons déja que son intérét réside dans son caractere additif, a quelle expérience
correspondrait-elle?

Le controéleur dispose d’une troisieme méthode pour déterminer sa vitesse, méme si les vitres sont
occultées. Supposons qu’il soit initialement immobile dans la premieére gare mais qu’il dispose d’un
accélérometre (un simple fil & plomb lui suffirait). Cet accélérometre mesure la variation de la vitesse
du train par unité de temps du train (ce temps est un temps propre). En intégrant les indications de
I’accélérometre sur toute la phase d’accélération, le contréleur pourra déterminer sa vitesse finale.

On peut traiter ce cas tres simple de cinématique d’un mouvement accéléré sans recourir a la rela-
tivité générale. Le référentiel du train n’est plus galiléen. Nous considérerons en revanche comme
référentiel R’ le référentiel tangent au mouvement pour une valeur du temps propre 7 (obtenu,
rappelons—le, par intégration des temps propres dans les référentiels tangents successifs). A un in-
stant donné, la vitesse de ce référentiel par rapport & R est v, qui passe de 0 & u pendant la phase
d’accélération. Pendant un intervalle de temps infinitésimal d7, la vitesse du train dans le référentiel
tangent passe de 0 & dv’. L’accélération mesurée dans le train (ou plutot dans le référentiel tangent)
vaut donc a = dv’'/dr. Pendant l'intervalle de temps correspondant, la vitesse dans R passe de v a
v + dv. En utilisant la loi de composition des vitesses du paragraphe précédent, nous pouvons écrire
laccroissement de vitesse dv’ dans R’ en fonction de la nouvelle vitesse dans R (v+dv) et de la vitesse

v de R’ par rapport & R:
v+dv—v

T 1-o(vtdv)/E’

dv’ (1.44)
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ct

ct'

Figure 1.5: La transformation de Lorentz interprétée géométriquement comme une rotation hyperbolique dans ’espace

temps. Ses directions propres coincident avec le cone de lumiére de origine.

soit encore

dv
dv' = ——— . 1.45
R /c? (1.45)
La vitesse finale mesurée par cette méthode sera donc:
d
/adT = / ﬁ =c arctanh% . (1.46)

Elle coincide donc avec la définition de la rapidité, qui prend ainsi un sens physique tres fort. Cette
définition en termes d’accélération accumulée nous fait comprendre pourquoi la rapidité n’est pas
bornée. On peut en effet avoir un mouvement indéfiniment accéléré en relativité restreinte (nous
écrirons ce mouvement pour décrire celui de particules chargées soumises a une force constante dans
un champ électrique uniforme). La vitesse tend asymptotiquement vers ¢, 'accélération habituelle
(mesurée dans le référentiel fixe) tend vers zéro mais l’accélération mesurée comme ci-dessus demeure
constante et la rapidité s’accumule. Notons pour finir qu’en relativité galiléenne la rapidité et la vitesse
coincident aussi.

1.5.3 Géométrie de la transformation de Lorentz

Penchons nous maintenant sur l'interprétation géométrique de la transformation de Lorentz dans
lespace temps. Si une rotation ordinaire autour de l'origine est bien connue, il n’en est pas né-
cessairement de méme pour une rotation hyperbolique. La figure 1.5 illustre la géométrie de cette
transformation. Au contraire d’une rotation, elle ne conserve pas I’angle entre les axes. Pour u > 0, les
deux nouveaux axes sont a l'intérieur du premier quadrant. On a illustré sur la figure 1.5 un événement
(par un point), ainsi que ses nouvelles et ses anciennes coordonnées, obtenues par projection sur les
axes correspondants.

On peut préciser encore notre interprétation de cette transformation, en considérant ses valeurs
propres et vecteurs propres. L’équation caractéristique s’écrit A> —2yA+1 = 0. Elle admet donc deux
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valeurs propres réelles inverses I'une de l'autre:

1+8 1
_ —expto . 1.47
\/1_52 iss P ¢ (1.47)

Les vecteurs propres s’obtiennent sans difficulté. Ils correspondent & & = ct (pour la valeur propre
supérieure & un) et x = —ct. Les directions propres de la transformation de Lorentz ne sont autres
que celles du cone de lumiere du point O (directions que nous avons également représentées sur la
figure 1.5).

1.6 Conséquences de la transformation de Lorentz

1.6.1 Retour sur nos expériences de pensée

Nous reviendrons brievement, dans ce paragraphe, sur les deux expériences de pensée que nous avons
discutées au début de ce chapitre. Nous allons les décrire en termes d’événements et utiliser la
transformation de Lorentz compléte pour exprimer les changements de référentiels. Nous pourrons
en particulier préciser la valeur de la non—simultanéité dans la seconde expérience, ce que nous ne
pouvions faire sans la transformation.

Pour la premiere expérience, il nous faut distinguer trois événements: le départ de I'impulsion de
O (¢} = y§ =t} =0) (nous n’écrirons jamais la coordonnée z qui ne joue aucun rdle); la réflexion sur
le miroir de coordonnées =5 = 0,45 = L,t5 = L/c, et le retour de 'impulsion en O’ de coordonnées
zy = y5 = 0,t5 = 2L/c. La transformation de Lorentz donne les positions de ces trois événements
dans R:

r1=y1=1%t1 =0 (1.48)
xo =~yulL/c, yo = L, to =~vL/c (1.49)
x3 =2vyulL/c, y3 =0, t3 =2vL/c, (1.50)

qui nous redonne immédiatement la dilatation des temps.
Pour la seconde expérience, nous n’avons a considérer que l'allumage des feux. La réception des
signaux coincide en effet avec I’événement origine. On a , dans R:

xp=—L tA:—L/C (1.51)
mB:L tB: —L/C. (1.52)

On en déduit immédiatement, dans R/,

2y = —L(1 - ) ty = —y(1 - B)L/e (1.53)
2y = 7L(1 + B) th = —(1+B)L/c, (1.54)

ce qui montre clairement que les instants d’allumage dans R’ différent de 2ySL/c.

1.6.2 Intervalles et simultanéité

Nous allons établir deux propriétés qui nous permettront de revenir sur la notion de causalité rela-
tiviste.

Si deuxr événements sont séparés par un intervalle de genre temps, il existe un référentiel dans
lequel ils se produisent au méme endroit.

Considérons donc deux événements dans un référentiel quelconque R. On peut toujours choisir
I’'un comme origine et faire en sorte, par un choix d’axes, que ’autre se produise sur 'axe Ox. Leurs
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coordonnées sont alors (0,0) et (ct,z) . On a |ct| > |z| puisque leur intervalle est du genre temps.
Prenons un nouveau référentiel R’. Dans ce référentiel, les deux événements se produisent au méme
endroit si 2’ = y(x — ut) = 0. Il suffit pour cela que u = z/t, qui est bien inférieur & c¢. Notons que
le carré de I'intervalle est alors simplement le carré du temps propre, du temps qui s’écoule entre les
deux événements dans le référentiel ou ils se produisent au méme point.

Si les deux événements se produisent au méme endroit dans ce référentiel, il peuvent étre liés par
un lien de causalité. Une autre maniere de voir cette propriété est d’imaginer un signal se propageant
d’un événement a 'autre. Comme l'intervalle est du genre temps, ce signal se propage moins vite que
la lumiere. On peut donc lui associer un référentiel qui n’est, d’ailleurs, autre que R’. On peut noter
enfin que l'instant ¢ auquel se produit le second événement dans R’ est positif si et seulement si ¢
est positif. Si deux événements se produisent au méme point dans un référentiel, I’ordre temporel des
événements n’est modifié par aucune transformation de Lorentz. En un mot, la notion de causalité
est complétement préservée par les changements de référentiels.

Si deux événements sont séparés par un intervalle du genre espace, il existe un référentiel ou ils
se produisent simultanément.

Nous emploierons les mémes notations. Cette fois, |ct| < |z| . Dans R’ les deux événements se
produisent au méme instant si ¢’ = y(t — ux/c?) = 0, c’est & dire si u = c*t/x, qui est, 14 encore, plus
petit que c. Le fait que les événements se produisent au méme instant a des endroits différents prouve
qu’ils ne peuvent étre liés par un lien de causalité, la relativité n’admettant pas d’action instantanée
a distance. On peut voir rapidement que, dans ce cas, le signe de t dépend de la transformation.
Comme il n’y a pas de relation de causalité relativiste entre ces événements, leur ordre temporel peut
dépendre du référentiel. Notons enfin que le carré de I'intervalle est dans ce cas 'opposé de la distance
entre les deux événements dans le référentiel ou ils se produisent au méme instant. Il s’agit d’une
longueur propre, telle que nous la définirons plus précisément dans un instant.

1.6.3 Loi de composition des vitesses

Nous généraliserons dans ce paragraphe la loi de composition des transformations de Lorentz qui nous a
déja permis, au paragraphe précédent de traiter le cas de deux vitesses colinéaires. Nous considérerons
ici une situation physique légerement différente. Un mobile est en mouvement avec une vitesse v dans
le référentiel R’, entrainé & une vitesse u (selon Ox) par rapport au référentiel R. En écrivant les
accroissements infinitésimaux dz’, dy’, dz’ et dt’ dans R’ et en utilisant la transformation de Lorentz,
on en déduit les accroissements correspondants dans R:

dr = ~(dz’' + udt') (1.55)
dt = ~(dt’ 4 udz'/c?) (1.56)
dy = dy (1.57)
dz = d7 . (1.58)
On peut alors calculer sans difficultés les vitesses dans R. On obtient:
vl +u

, = —% 1.59

v 14 wvl/c? (1.59)
U/

vy = —L—— (1.60)

y(1 +uvl/c2)’

la transformation inverse s’obtenant trivialement en changeant le signe de u dans les expressions
précédentes. On vérifiera, a titre d’exercice, que la vitesse de la lumieére est bien invariante dans cette
transformation.
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Aberration des étoiles

Nous étudierons ici une application immédiate de la loi de composition des vitesses. La lumiere
provenant d’une étoile apparait déviée par la composition de sa vitesse avec celle du référentiel terrestre
par rapport au systeme solaire. La position apparente d’une étoile dans le ciel dépend donc dans une
petite mesure de la position de la terre sur son orbite (chaque étoile semble décrire une petite ellipse
annuelle autour de sa position moyenne). Pour simplifier la géométrie, nous considérerons le référentiel
R comme celui lié au systeme solaire. La lumiere de 1’étoile arrive parallelement a I’axe Oy. La vitesse
de cette lumiere est donc v, = —c.

Le référentiel R’ est celui de la terre, entrainé & la vitesse u selon Oz. De la loi de composition des
vitesses, on déduit les composantes de la vitesse de la lumiere de cette étoile dans le référentiel R':

v, = —u (1.61)
r c
o o= -3 (1.62)

On “voit” donc dans R’ la lumiere de 1’étoile provenir d’une direction inclinée par rapport & l'axe
O'y’, d’un angle § = arctan 8. L’application de la cinématique galiléenne prévoit aussi une déviation
apparente mais elle n’est, comme on le vérifiera aisément, que 6 = arctan 3. La différence entre ces
deux quantités est mesurable et son observation fut une belle confirmation de la relativité restreinte.

Dans le méme genre de situation, nous aurions pu nous intéresser aussi a la fréquence de la lumiere
regue. Nous l'aurions trouvée modifiée, d'une quantité différente de l'effet Doppler classique (il existe
en particulier un effet Doppler du second ordre pour une vitesse d’entrainement perpendiculaire a la
propagation). Nous pourrons traiter ce probléme plus efficacement quand nous aurons introduit, au
chapitre suivant, les notations tensorielles.

1.6.4 Contraction des longueurs

Dans cette nouvelle conséquence immédiate de la transformation de Lorentz, nous allons retrouver
I’hypothese heuristique que Lorentz avait introduite pour expliquer le résultat négatif de ’expérience
de Michelson.

Le probléeme que nous abordons ici est celui de la définition de la longueur d’un objet en mouvement.
Pour fixer les idées, nous considérons une régle rigide, de longueur L', immobile dans le référentiel
mobile R’, confondue avec 'axe O'z’ (et ayant une extrémité en O’). Comment des observateurs de
R peuvent-ils déterminer la longueur de cette regle? Il y a deux stratégies.

L’observateur O peut d’abord déterminer la vitesse u de la regle, par exemple par vélocimétrie
Doppler. Il peut alors mesurer la durée At pendant laquelle la regle défile devant lui. Il en déduira
alors sa longueur L = uAt. On peut aussi prendre une photographie instantanée de la régle. En fait,
on peut repérer, & un instant ¢ donné, les observateurs de R qui sont en face des extrémités de la regle
et mesurer leur distance. A titre d’exercice, nous allons examiner ces deux procédures et montrer
qu’elles fournissent la méme longueur.

Dans la premiere méthode, les deux événements A et B a considérer sont le passage en O des deux
extrémités de la reégle. Les coordonnées de ces deux événements dans R’ sont

oy=t,=0 (1.63)
zy=-L ty=L"/u (1.64)

(par convention, 'extrémité O’ de la regle passe d’abord devant O). Leurs coordonnées dans R sont
alors:

za=1ta=0 (1.65)

L/ 2 L/
25 =0 tB:7—<1—“—>:—. (1.66)
u



1.6. CONSEQUENCES DE LA TRANSFORMATION DE LORENTZ 95

On retrouve évidemment que ces deux événements se produisent en O. La durée de passage At est
égale a tp, et la longueur L de la regle ainsi mesurée est:

L/

L==. (1.67)

Pour la deuxiéme méthode, on considere les deux événements A et B représentant les extrémités de
la regle & un instant donné dans R. Pour simplifier, nous prendrons l'instant origine. Les coordonnées
dans R de ces événements sont donc:

za=1ta=0 (1.68)
xp=—L tp=0. (1.69)
Leurs coordonnées dans R’ sont donc:
zy = —vL thy = yuL/c* . (1.71)
Comme on doit aussi avoir z’z = —L’, on en déduit encore
L/
L=—. (1.72)
Y

Les deux procédures conduisent donc, heureusement, a la méme longueur. Rappelons pour finir que
la longueur de la régle n’apparait pas modifiée quand elle est perpendiculaire a Oz.

Une regle en mouvement dans la direction de sa longueur apparait donc plus courte que dans un
référentiel ou elle est au repos. Cette contraction des longueurs est, dans la premiére méthode, une
conséquence directe de la dilatation des temps. Dans la deuxiéme approche, elle est une conséquence
de la non invariance de la simultanéité. Si on regarde les extrémités a un méme instant dans R, on
les voit & deux instants différents dans R’. Qui dit différence sur les temps, dit légere différence sur
les positions.

Une application immédiate de la contraction des longueurs est la définition de la célérité. Reprenons
le jumeau voyageur du paradoxe de Langevin. Dans le référentiel fixe, il met 4 ans a atteindre ’étoile
la plus proche, a une vitesse proche de celle de la lumiere. Dans son référentiel propre, il ne met
que 4/ ans. Cependant, la vitesse de 1’étoile par rapport a lui est égale (en module) a sa vitesse
par rapport a la terre et donc proche de c¢. En revanche, la distance de ’étoile n’est plus que de 4/~
années lumiere. On pourra, a titre d’exercice, écrire complétement le paradoxe des jumeaux en termes
d’événements.

Un “Paradoxe” résolu

Pour illustrer encore cette notion de contraction des longueurs, considérons un nouveau probleme de
trains. Un train de longueur L (référentiel propre R') entre dans un tunnel (immobile) de longueur
L exactement égale. R est le référentiel du tunnel. Train et tunnel sont alignés avec Ox et O'x’. A
t = t' = 0, Parriere du train passe juste dans lentrée du tunnel, située en O (ou O'). Que voient
le controleur et le chef de gare (en mission d’inspection dans le tunnel)? Pour le chef de gare, la
longueur du train en mouvement est inférieure & celle du tunnel et la locomotive sort du tunnel un
peu apres que le dernier wagon n’y ait pénétré. Pour le controleur, en revanche, c’est le tunnel qui est
un peu plus court que le train et la locomotive sort du tunnel avant que le dernier wagon n’y entre.
La solution de ce paradoxe apparent est bien siir dans la non universalité de la simultanéité. Avant et
apres ne sont pas des absolus pour des points situés a des endroits différents (et qui ne sont pas dans
le cone de lumiere 'un de l'autre).
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Pour nous en convaincre, nous écrirons, dans les deux référentiels, les coordonnées des deux
événements importants. L’un représente l’entrée du dernier wagon dans le tunnel et coincide avec
I’événement origine dans les deux référentiels. L’autre événement est la sortie de la locomotive, dont
les coordonnées dans R sont:

L 1

On peut obtenir simplement t2 en disant que la longueur du train dans R est L/v. A linstant 0, la
locomotive est donc & une distance L(1 — 1/7) de la sortie et elle parcourt cette distance a la vitesse
u. La sortie de la locomotive dans R se produit donc bien apres I’entrée du dernier wagon. On
peut vérifier, par un calcul élémentaire, que le carré de l'intervalle entre les événements 1 et 2 est
c2(1 — 7)/u?+?, négatif. L’intervalle entre les événements est toujours du genre espace. La notion de
passé et de futur pour ces deux événements n’est donc pas nécessairement invariante.

On peut alors écrire les coordonnées correspondantes dans R’. Apres un calcul sans difficulté, on
trouve:

oy =1, (1.74)

ce qui ne fait guere que vérifier la cohérence du calcul et
th=———". (1.75)

L’événement 2 (sortie de la locomotive) s’est donc produit, dans R’, avant que larriere du train n’entre
dans le tunnel, comme nous nous y attendions. Si il y a dans ce probléme un paradoxe, il ne concerne
pas la validité et la cohérence de la transformation de Lorentz. Ce n’est que la différence entre les
prédictions de la relativité sur le temps et notre sens commun qui crée I’apparence paradoxale de ces
situations. Ce n’est qu’avec une fréquentation assidue de ce genre de problemes que peut se développer
une intuition relativiste. Le probléeme est similaire, bien que moins ardu, a celui qu’on rencontre pour
se forger une intuition en mécanique quantique.



Chapitre 2

Notations Quadridimensionnelles

Nous allons introduire dans ce chapitre des notions mathématiques permettant de traiter la relativité
restreinte d’une facon particulierement aisée. En nous placant dans un espace—-temps a quatre di-
mensions, en le munissant d’une structure d’espace vectoriel, d’'un produit scalaire et d’une norme,
nous pourrons réinterpréter d’une facon tres efficace les notions introduites dans le chapitre précédent.
Les objets physiques, indépendants du choix du référentiel, seront alors décrits comme des vecteurs,
ou, plus généralement des tenseurs (matrices) dans cet espace. La transformation de Lorentz ap-
paraitra alors comme un simple changement de base. Les lois de transformation de toutes les quan-
tités physiques se déduiront alors simplement des regles de changement de base. Pour manipuler
commodément ces vecteurs et ces tenseurs, nous introduirons également des notations tensorielles tres
puissantes dues a Einstein. Nous allons commencer par introduire la notion d’espace temps a partir
de I’événement.

2.1 4—vecteur position d’un événement.

2.1.1 Coordonnées contravariantes

Un événement est completement défini dans un référentiel par la donnée des quatre nombres (ct, x, y, 2).
Nous considérerons donc un espace vectoriel a quatre dimensions (d’ou le nom de 4—vecteur) muni
d’un base e, (l'indice p variant entre 0 et 3) et nous associerons a cet événement le vecteur (ou plutét
le 4-vecteur):

R = Z"E#eu , (2.1)

en posant
P =ct, t =z, ?=y, 3=z (2.2)

Nous appellerons les x* les composantes contravariantes du 4—vecteur événement. Par convention,
dans toute la suite, on utilisera des indices supérieurs pour représenter ces composantes (le risque de
confusion avec des exposants est pratiquement nul). Par convention aussi, nous ne préciserons pas le
domaine sur lequel s’effectuent les sommations. Un indice représenté par une lettre grecque variera
toujours entre 0 et 3 (0 représentant la coordonnée temporelle). Quand nous aurons besoin d’un
indice ne parcourant que les valeurs 1 & 3 (et donc associé & de simples composantes spatiales), nous

utiliserons un indice romain?:

gt = ob®3 (2.3)

L’écriture systématique des signes somme serait extrémement fastidieuse, surtout quand nous
manipulerons, avec les tenseurs, des sommes multiples. Nous adopterons donc la convention d’Einstein

LCette convention est trés largement répandue dans les manuels récents. Signalons cependant que le Landau de théorie
des champs, dont nous recommandons la lecture, utilise une convention strictement inverse.

97
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de sommation sur les indices répétés. Quand, dans une expression, un méme indice apparalt en haut
et en bas, on doit sommer ’expression sur toutes les valeurs possibles de cet indice (0 & 3 pour un
indice grec, 1 & 3 pour un indice romain). On écrira donc simplement:

R = Zm“eu = zte, . (2.4)
n

Insistons sur le fait, dont la raison apparaitra plus clairement plus tard, que I’on ne somme implicite-
ment sur un indice que s’il apparait une fois en haut et une fois en bas. Le méme indice apparaissant
deux fois en bas ne doit pas étre sommé. Une écriture comme 7', par exemple, représentera un
élément diagonal d’un tenseur (disons a ce stade d’une matrice) et pas une somme. La trace de cette
matrice s’écrirait T',#, la convention de somme s’appliquant alors a l'indice répété. Nous verrons
dans la suite de cet exposé a quel point cette simple convention de sommation implicite améliore les
écritures. Nous appellerons indice “libre” un indice sur lequel la regle de sommation ne s’applique pas
(qui donc reste en tant qu’indice dans I’expression finale) et “muet” un indice faisant I’objet d’une som-
mation implicite (et n’apparaissant pas en tant que tel dans I’expression finale?). Nous respecterons,
pour les indices libres, la régle de “balancement”. Dans une équation, les indices libres apparaissant
dans les deux membres doivent se correspondre un a un et apparaitre en méme position (haut ou bas).
Nous comprendrons plus tard que, si ce n’était pas le cas, les objets décrits par les deux membres de
I’équation ne seraient pas de méme nature. Ces regles de sommation et de balancement, qui portent
sur la typographie des équations, constituent en fait, en plus d’une simplification notable, un systeéme
de garde-fous rendant impossible ’écriture d’expressions absurdes. Elles jouent en relativité le role
des notations de Dirac de la mécanique quantique qui relient de facon univoque la nature de 1'objet
(fonction d’onde, objet du dual, produit scalaire, opérateur) a son écriture (ket, bra, bra ket, ket bra).
Nous pouvons munir notre espace—temps d’un produit scalaire. Considérant deux 4—vecteurs as-
sociés a deux événements, R = z*e, et S = y*e,, nous pouvons écrire le produit scalaire comme

R-S=zaty"e,-e, . (2.5)

Nous souhaiterions bien sur que notre produit scalaire ait une expression compatible avec celle de

'intervalle. I faut pour cela que R - R = ¢?t? — 22 — y? — 22. En posant:

Juv =€y - €y, (2.6)

le produit scalaire s’écrit:
R-S =gu,2"y” (2.7)

(ot 'on voit bien la simplification apportée par la convention de sommation implicite). Nous aurons
un produit scalaire convenable si le tableau de nombres g,,, (que nous ne pouvons encore considérer
comme un opérateur ou un tenseur — et que nous nommerons néanmoins le “tenseur métrique”) s’écrit:

1 0 0 0
o -1 0 o
9w =10 0 -1 0
0 0 0 -1

Dans ce tableau, p est indice ligne et v l'indice colonne. Cette convention sur le tenseur métrique
peut aussi étre vue comme une condition d’orthonormalité pour la base e,. Nous ne considérerons
dans la suite que des bases “orthonormées” dans ce sens. Notons également que le carré scalaire ne
conduit pas & une norme définie positive (nous savons bien que le carré d’un intervalle de genre espace
est négatif). Le tenseur métrique qui n’apparait ici que comme une notation commode dans ’écriture
du produit scalaire de deux événements est une des notions centrales en relativité générale, puisqu’il
constitue la variable dynamique du champ de gravitation.

Cette écriture du produit scalaire peut étre rendue plus compacte encore en introduisant la notion
de coordonnée covariante.

(2.8)

2Remarquons & ce propos que le nom d’un indice muet n’a aucune importance dans ’écriture.
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2.1.2 Coordonnées covariantes

Posons:
Yu = g;wy” . (29)

Avant d’aller plus avant, commentons le fonctionnement des regles de sommation sur cette expression.
L’indice répété (haut et bas) dans le membre de droite est v. On doit donc sommer sur toutes les
valeurs de cet indice. L’indice i est un indice libre, qui apparait sous le méme nom et dans la méme
position (basse) dans les deux membres de ’équation. Nous appellerons “coordonnées covariantes de
I'événement” les composantes y,,.

En pratique, les régles de correspondance entre composantes contravariantes et composantes covari-
antes sont tres simples: yo = 3%, y; = —y’. Les composantes covariantes nous permettent d’abaisser
(ou d’élever pour la transformation inverse) les indices. Les écritures précédentes révelent une régle
tres générale: ’abaissement ou 1’élévation d’un indice spatial change le signe, alors que 1’élévation ou
I’abaissement d’un indice temporel ne s’accompagne pas d’un changement de signe.

Avec ces notations, le produit scalaire de deux 4—vecteurs s’écrit simplement:

R-S=z"y, (2.10)

mais aussi

R-S=xz,y" avec T, = guz” . (2.11)

Le mérite de ces notations est donc de dissimuler les conventions de signes du tenseur métrique dans
la définition des coordonnées covariantes et d’obtenir un produit scalaire s’écrivant “normalement”.
On peut bien sur écrire la transformation inverse, donnant les coordonnées contravariantes en fonction
des coordonnées covariantes. En définissant un nouveau “tableau de nombres” g"¥ par:

v =q"yu, (2.12)
on peut écrire:
yV = g'/“y# = gVnga_yU . (213)
Les g"¥ sont donc tels que:
gy'ug,ucr = 55 , (2.14)

ou les symboles 07 sont de simples symboles de Kronecker (1 si les deux indices sont égaux, 0 sinon).
En termes de matrices, la matrice des g"” est donc inverse de la matrice des g,,. On a donc:

1 0 0 0

o (o =1 0 o
g’ = 0 0 -1 0 (2.15)

0 O 0o -1

A titre d’exercice, montrons que les deux écritures du produit scalaire de 1’équation (2.11) sont bien
équivalentes:

:L'My,u = g'uyl'l/g,upyp = gul/g,up:l;l/yp = gy'ug,up:l;l/yp = 5Z$l/yp =z, , (2'16)

la premiere et la derniere expression étant bien sur équivalentes, puisque le nom d’un indice muet
n’a aucune importance. Nous avons utilisé ici explicitement la symétrie du tenseur métrique par une
permutation des indices.
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2.1.3 Coordonnées covariantes, contravariantes et dualité

Nous avons introduit dans le paragraphe précédent les coordonnées covariantes comme une simple
commodité de notation. En fait, elles ont une signification mathématique beaucoup plus profonde et
plus fructueuse en termes de dualité. Nous allons donc rappeler quelques propriétés essentielles de la
dualité (une notion d’algebre linéaire qui joue aussi un role central en mécanique quantique).

Sur un espace vectoriel M, nous pouvons définir des formes linéaires. Une forme linéaire associe
a tout vecteur un nombre réel (complexe dans le cas des espaces de Hilbert). On notera R une
forme linéaire et R(S) le nombre réel associé au vecteur S. Une forme linéaire est, comme son
nom l'indique, une fonction linéaire de son argument vectoriel. On a donc des relations telles que:
R(S +T) = R(S) + R(T) (le lecteur rétablira aisément I’ensemble des régles convenables).

On peut définir sur ’ensemble des formes linéaires une addition (simple addition des images) et la
multiplication par un scalaire réel. Ces deux opérations conferent a I’ensemble des formes linéaires une
structure d’espace vectoriel. Nous l'appellerons ’espace dual de notre espace vectoriel initial (nous
noterons M* le dual de I’espace M).

On montre que, si M est de dimension finie, le dual est de méme dimension. On peut de plus, si
M est muni d’un produit scalaire, définir une bijection entre ’espace et le dual. On associe a chaque
vecteur R la forme linéaire R définie par R(S) = R-S. A chaque vecteur est associée une forme linéaire
et chaque forme linéaire peut s’écrire comme un produit scalaire avec un vecteur fixe Les propriétés
de linéarité du produit scalaire assurent que cette bijection est un isomorphisme entre ’espace et son
dual. Cette relation tres forte fait que ’on peut considérer un méme objet soit comme un vecteur, soit
comme une forme linéaire. En particulier, nous pourrons, dans l’espace temps a quatre dimensions,
considérer au choix un événement comme un vecteur ou comme une forme linéaire. En fait, nous
confondrons souvent les deux représentations en un seul objet.

Dans l'espace dual, nous pouvons choisir une base. En raison de l'isomorphisme avec 1’espace
d’origine, il est logique de prendre pour base les formes linéaires associées aux vecteurs de base de
I’espace d’origine. En fait, pour des questions de notation, nous choisirons dans I’espace dual la base
€* définie par:

é'(e,) =0b . (2.17)
Notons que cette expression ne fait intervenir aucune sommation implicite. Notons également que les
é* different des formes associées aux vecteurs de base par le signe, quand I'indice u est spatial. Nous
pouvons alors former, a partir d'un 4-vecteur événement R = z#e,, la forme linéaire z,€*. L’action de
cette forme sur le 4-vecteur S = y'e, s’écrit alors z,é"(y"e,) = z,y* = R-S. La forme ainsi construite
coincide donc avec la forme linéaire R associée au vecteur R. Si les composantes contravariantes sont
les composantes du 4-vecteur, les composantes covariantes sont les composantes de la forme linéaire
associée a ce vecteur sur la base duale. Ceci donne a ces composantes une signification mathématique
beaucoup plus forte qu’une simple convention de signe. Comme nous pouvons confondre vecteur et
forme linéaire en un seul objet physique, les composantes contravariantes et covariantes ne sont que
deux écritures différentes d’'une méme quantité.

D’un point de vue “typographique”, notons que les indices sont en bas pour les bases dans I’espace
d’origine, en haut pour les bases dans I’espace dual, alors que les composantes dans ’espace d’origine
(contravariantes) ont des indices en haut et les composantes dans 1’espace dual (covariantes) des indices
en bas. On comprend bien ici ’origine mathématique des régles de sommation sur les indices. N’écrire
de sommations implicites que si I'un des indices est en haut et I’autre en bas, c’est reconnaitre que la
seule opération légitime est Paction d’une forme linéaire sur un vecteur (ou, autrement dit, le produit
scalaire).

2.1.4 Changement de référentiel, changement de base

Un changement de référentiel transforme, comme nous I'avons vu au chapitre précédent, les coor-
données contravariantes d’un événement par la transformation de Lorentz. Nous allons d’abord ex-
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primer cette transformation pour les coordonnées contravariantes et en déduire les transformations
des coordonnées covariantes. Nous profiterons, pour ces écritures, de nos nouvelles notations. Nous
reviendrons ensuite sur les transformations des vecteurs de base pour notre espace—temps et nous
montrerons que la transformation de Lorentz est un simple changement de base orthonormée.

Les transformations que nous considérerons dans ce chapitre sont tout & fait générales. Elles
englobent la forme spéciale de la transformation de Lorentz mais elles contiennent aussi les rotations,
réflexions d’espace... constituant le groupe de Lorentz complet. Toutefois, quand nous expliciterons
la forme des transformations, nous nous limiterons a la forme spéciale. Le passage au cas général ne
pose que des problemes d’écriture.

On peut écrire la transformation de Lorentz pour les coordonnées contravariantes comme:

o't = Lra (2.18)

ou les z¥ sont les composantes de 1’événement dans le référentiel R et les 2'# les composantes con-
travariantes dans le nouveau référentiel R’. En considérant, dans le tableau de nombres £, I'indice
 (relatif donc au nouveau référentiel) comme un indice ligne et 'indice v (relatif & ’ancien référentiel)
comme un indice colonne, 'expression (2.18) apparait comme un simple produit matriciel. Dans le
cas de la forme spéciale de la transformation, on a simplement:

e 0 0
cr, = 07 g Lol (2.19)
0 0 0 1

qu’on pourrait encore écrire en termes de la rapidité ¢, parametre additif du groupe de Lorentz. La
transformation inverse peut a priori s’écrire

ot = (LY . (2.20)

La matrice inverse £~ s’obtenant simplement en changeant le signe de 3 dans les expressions précé-
dentes. Nous verrons qu’en fait I'utilisation de cette matrice inverse n’est pas indispensable.

Examinons maintenant la loi de transformation des coordonnées covariantes (dans l’espace dual).
Définissons un nouveau “tableau de nombres” £, par:

'y =L T, . (2.21)

Notons tout de suite que £,” est forcément différent de £#,. L’ordre et la position (haute ou basse)
des indices sont donc tous deux essentiels pour définir les quantités que nous manipulons. On peut
déduire le lien entre £,” et £, de I'invariance du produit scalaire (qui découle de 'invariance de
I'intervalle). On a en effet:

'y = 2"y, avec 't =LFaP et Y=L Yo . (2.22)

On en déduit donc:
LY yxP L,y = atyy = xPysol . (2.23)

Cette relation devant étre vérifiée pour tout couple de vecteurs, on a:
L,L.° = 52 . (2.24)

Notons que le membre de gauche de cette équation ne décrit pas un produit de matrices. En toute
rigueur, on effectue la sommation sur deux indices lignes. Dans le cas de la forme spéciale de la trans-
formation de Lorentz, les matrices sont symétriques et la matrice de transformation des coordonnées
covariantes est simplement l'inverse de la matrice de transformation des coordonnées contravariantes,
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inverse que 1’on obtient en changeant le signe de la vitesse relative. On aurait pu établir ce résultat en
remarquant simplement que le passage des coordonnées contravariantes aux coordonnées covariantes
est un simple changement de signe pour les composantes spatiales. On change donc, dans la matrice
de transformation, le signe des éléments spatio—temporels. Dans la forme spéciale de la transformation
de Lorentz, cela revient & changer le signe de (.

On peut préciser encore le lien entre ces deux transformations en faisant intervenir le tenseur
métrique dans ’expression du produit scalaire:

R-S =29,y = :E'“gﬂ,,y”’ . (2.25)

Le tenseur métrique qui exprime ’orthogonalité de la base est en effet évidemment invariant dans une
transformation de Lorentz. En exprimant les nouvelles coordonnées en fonction des anciennes, on a:

2’ g,0y” = LY 2P g L7 Y7 . (2.26)
Cette relation étant vérifiée quelque soient R et S, on en déduit:
9po = ‘C'upg,uwcya . (2.27)

Le déterminant de la matrice représentant le tenseur métrique étant 1, on retrouve a partir de
cette expression que le déterminant de la matrice représentant la transformation de Lorentz est £1
(rappelons qu’il n’est négatif que si la transformation fait intervenir une réflexion d’espace ou de
temps). On peut mettre la derniére relation sous une forme plus parlante en multipliant les deux
membres par g"° et en effectuant les sommations:

nggpa =0, = ngE'upg,uuﬁycr ) (2.28)

et donc:
(ngg,ul/Dup) LYy =0, . (2.29)

En rapprochant cette équation de (2.24) en utilisant la symétrie de g, on voit que:
L, = guyngﬁup . (230)

D’un point de vue purement typographique, 'interprétation de cette relation est transparente. Nous
savons, pour les coordonnées simples, que I'application d’un tenseur métrique avec les indices hauts
transforme une coordonnée covariante (indice bas) en un coordonnée contravariante (indice haut).
Elever les indices nécessite ’action d’un tenseur métrique a indices hauts (nous dirons complétement
contravariant). De méme un tenseur métrique completement covariant (indices bas) abaisse 'indice,
transformant une coordonnée contravariante en une coordonnée covariante. La relation que nous
venons d’établir pour les changements de base généralise ce principe. Pour passer de L¥,, avec le
premier indice en haut et le second en bas, a £,7, il faut appliquer deux tenseurs métriques, 'un
completement contravariant qui éleve l'indice colonne, ’autre compléetement covariant qui abaisse
I'indice ligne. Si on fait confiance & ces reégles typographiques, I’établissement détaillé de (2.30) est
inutile et on peut écrire cette transformation a priori. On écrira ainsi la relation inverse:

L' =grpg" "L . (2.31)

Remarquons que la forme trés simple du tenseur métrique rend triviales les modifications dans un
abaissement ou une élévation d’indice. Comme pour les coordonnées, le changement de position
d’un indice spatial change le signe alors qu’un indice temporel ne change pas le signe. Dans le
passage d’une transformation a l’autre, seuls changent de signe les coefficients spatio—temporels. Les
coeflicients spatiaux et temporels sont inchangés. C’est bien ce qu’on observe sur la forme spéciale de
la transformation de Lorentz.
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On pourrait penser alors ne faire agir sur les transformations de Lorentz qu’un tenseur métrique
et & définir deux nouvelles quantités:

L = greck, (2.32)
Lyo = gulls . (2.33)

En fait ces nouvelles quantités décrivent, comme nous allons le voir, le passage simultané d’un
référentiel a 'autre et d’un type de coordonnées a I'autre. On a en effet:

i LFyaf =LV, x, = LM x, (2.34)

et de méme:
oy =LY . (2.35)

On peut enfin utiliser la relation (2.24) pour exprimer le changement de référentiel inverse sans
faire intervenir la transformation £71. On a en effet:

Lhal =LV L ey, = 0x, =z, (2.36)

et donc
z, = LM, . (2.37)

On peut bien stir écrire des transformations similaires pour les coordonnées contravariantes ou toute
combinaison de composantes mixtes:

o, = L)z, (2.38)
b = LH Y (2.39)
z, = LV, (2.40)
ot = LMV (2.41)

les différentes expressions de la transformation se déduisant de la forme originale par les regles
d’élévation et d’abaissement des indices. Ces différentes combinaisons s’obtiennent automatiquement
(ou plutot typographiquement) en respectant les régles de balancement des indices, en attribuant le
premier indice (ligne) au nouveau référentiel, le second & l’ancien et en sommant sur I'indice corre-
spondant au référentiel de la coordonnée a transformer. L’ensemble de ces régles tres strictes, que nous
avons justifiées en détail, minimise le risque d’erreurs dans ces écritures, beaucoup plus efficacement
qu’avec les notations standard de ’algebre linéaire.

Nous terminerons ce paragraphe en examinant les lois de transformation des vecteurs de base
de notre espace—temps. De maniere évidente, la transformation de Lorentz correspond a un simple
changement de base dans I’espace temps. Le méme événement, le méme vecteur, s’exprime par deux
jeux de composantes différentes quand on le représente dans deux référentiels ou deux bases différentes.
En remarquant que z, = R-e, = R(e,) et que z’ n = R-€,, oules €, sont les transformés des
vecteurs de base, on peut écrire R- €/, = £,” R - e,, relation qui doit étre vérifiée pour tout vecteur
R. On en déduit donc que:

e,=Le, . (2.42)

En d’autres termes, la loi de transformation des vecteurs de base est celle des composantes covari-
antes, inverse (au sens précisé plus haut) de la transformation des composantes contravariantes. Les
appellations covariantes et contravariantes proviennent précisément de ces comportements.
On peut aussi exprimer la loi de transformation de la base duale. En écrivant z'# = €#(R),
z# = é*(R), on en déduit:
&t =Lre . (2.43)

Les vecteurs de la base duale se transforment donc comme les composantes contravariantes.
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2.2 Autres 4—vecteurs

2.2.1 Définition

Nous n’avons considéré jusque la que le 4—vecteur associé a la position d’un événement dans ’espace—
temps. Nous allons maintenant généraliser la notion a d’autres quantités physiques. Nous appellerons
4-vecteur toute quantité physique s’exprimant par 4 coordonnées (covariantes ou contravariantes) se
transformant comme le 4-vecteur position dans un changement de référentiel (c’est & dire par une
transformation de Lorentz). De maniére évidente, toute collection de quatre quantités physiques
arbitraires ne constitue pas un 4-vecteur. Nous verrons dans les prochains paragraphes quelques
exemples de 4—vecteurs.

Les composantes contravariantes de tout 4—vecteur A peuvent s’écrire sous la forme de trois com-
posantes spatiales qui forment un vecteur (ce qui résulte des lois de transformation dans le sous
groupe du groupe de Lorentz qui décrit les changements de repére sans changement de référentiel)
et d’une coordonnée temporelle. Nous noterons A = (a’,a), oi1 a® est sa composante temporelle et
a le vecteur tridimensionnel. Les composantes covariantes pourraient alors se mettre sous la forme
(ap = a®,—a). A priori, ces composantes ont une dimension qui peut étre différente de celles des
composantes du 4—vecteur position. Chaque espéce de 4—vecteur devrait donc, en toute rigueur, exis-
ter dans un espace—temps propre. En fait, comme en dynamique classique, nous ferons évoluer tous
nos 4—vecteurs, positions, vitesses et accélérations dans le méme espace. Nous prendrons simplement
garde & ne pas additionner des objets de natures différentes.

Les notions de produit scalaire, de composantes covariantes et contravariantes, les regles de change-
ment de base ou de référentiel s’appliquent bien stir aux 4—vecteurs quelle que soit leur nature.

Nous profiterons aussi de ce paragraphe pour introduire la notion de 4—scalaire. Il s’agit simple-
ment d’une quantité physique indépendante du référentiel, telle que la vitesse limite, la constante de
structure fine, la masse d’une particule ou, plus simplement, le produit scalaire de deux 4—vecteurs (le
produit scalaire de vecteurs de dimensions différentes n’étant pas exclu). Le produit d’un 4—vecteur
par un 4—scalaire donne bien str un autre 4—vecteur.

2.2.2 4-—vitesse, 4—impulsion, 4—accélération

Nous chercherons ici a définir la vitesse d’une particule relativiste. Il nous faut pour cela paramétrer la
ligne d’univers de la particule par un parameétre temporel. Ce parametre doit étre un 4—scalaire. Nous
pourrons ainsi définir simplement la vitesse comme étant le rapport de I’accroissement du 4—vecteur
position pendant un petit intervalle de temps a ’accroissement de ce parametre temporel. Le résultat
sera alors évidemment un 4—vecteur. Le temps absolu d’un référentiel ne convient pas pour paramétrer
la trajectoire. Nous avons vu, en revanche, que le temps propre 7 de la particule en mouvement est
indépendant du choix de référentiel. Ce temps propre permet donc de définir un 4—vecteur vitesse par:

dR
U=—. 2.44
dr ( )
Ecrivons cette quantité en fonction de la vitesse spatiale ordinaire v de la particule dans un référentiel
R donné. Si le temps propre varie de dr, le temps dans R varie de dt = ydr (dilatation des temps).
La position de la particule variant de dr = vdt, on a immédiatement dR/dt = (¢, V) et

U = (ey,vv) . (2.45)

Remarquons que la partie spatiale de la 4—vitesse n’est autre que la célérité (vitesse calculée dans
Pespace du référentiel et dans le temps propre de la particule). U étant un 4—vecteur, il se transforme
par la transformation de Lorentz dans un changement de référentiel. Un excellent exercice consiste
a appliquer les lois de transformations décrites au paragraphe précédent pour retrouver la loi de
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composition des vitesses relativistes. Notons enfin que le carré de la norme de U, UFU , = Ay —v%? =
¢ n’est autre que le carré de la vitesse de la lumiere.
En multipliant la 4—vitesse par la masse de la particule, qui est évidemment un 4-scalaire, on

obtient encore un 4-vecteur, 'impulsion de la particule:
P =mU = (p°,p) = (mye,myv) . (2.46)

Cette quantité jouera un role essentiel dans notre nouvelle dynamique.

La 4—vitesse U est en général une fonction du temps propre 7 de la particule. Nous pouvons donc
la dériver encore par rapport a ce temps, pour aboutir & une définition de la 4-accélération
_du  dU

— = (7, 'V +7a) (2.47)

I'=—=
dr dt

ol v/ = dry/dt est la dérivée temporelle ordinaire du facteur « et a est Paccélération tridimensionnelle
de la particule. On remarque que la 4-accélération est perpendiculaire a la 4-vitesse: I'*U, = 0.
Si on peut établir cette relation & partir des expressions précédentes de ces 4—vecteurs, elle découle
beaucoup plus simplement du fait que le module de U est une constante.

2.2.3 Densité de courant

Nous allons maintenant former un 4-vecteur a partir de la densité de charges p et de la densité
de courant j. Il est clair en effet que ces deux quantités se transforment de manieres profondément
reliées dans un changement de référentiel. Pour comprendre comment former ce 4—vecteur, nous allons
considérer le cas d’'une charge ¢ “ponctuelle”, que nous modéliserons comme une densité de charge
constante contenue dans un petit élément de volume dV' (défini dans un référentiel R). Nous écrirons
donc ¢ = pdV. La particule se déplace a la vitesse v dans R. La densité de courant est donc j = pv
en tous points de dV (elle est nulle en dehors).

Dans un autre référentiel R/, toutes ces quantités sont a priori modifiées. La “particule” oc-
cupe, & un instant donné dans R’, un élément de volume dV’. Seule la charge totale g, qui est
une propriété intrinséque de la particule, est un 4-scalaire. On a donc pdV = p'dV’. En d’autres
termes, pdV est un 4-scalaire (notons que le lien entre dV et dV’ n’est pas évident, puisqu’il faut
faire la transformation de Lorentz sur tous les “coins” de I’élément de volume. Nous reviendrons
bientot sur ce point). Considérons maintenant un intervalle de temps dt dans R. Pendant ce
temps, la particule se déplace de dx* = (cdt,dr) qui est évidemment un 4—vecteur. La quantité
pdVdzt = pdtdV (dzt /dt) = p(dQ/c)dzt /dt est donc, elle aussi un 4—vecteur, si dQ2 = cdtdV représente
un élément d’intégration dans l’espace—temps (en revanche, dz* /dt n’est pas un 4-vecteur, de méme
que dt ou dV pris séparément ne sont pas des 4-scalaires).

Nous montrerons maintenant que d2 = cdtdV est un 4-scalaire. D’un point de vue physique,
dS) représente un petit domaine de I’espace—temps considéré entre deux instants infiniment voisins
et a la dimension d’un volume multiplié par un temps. Modélisons ce petit domaine par un cube
élémentaire de dimensions dz,dy et dz (voir Fig. 2.1). Si nous choisissons les axes convenablement,
nous n’aurons a considérer que la forme spéciale de la transformation de Lorentz. Les coordonnées y
et z étant inchangées, nous nous ramenons a démontrer 'invariance de 1’élément de surface dans le
plan (z,t). L’étendue de notre élément est la surface rectangulaire de c6tés dzx et dt dans le référentiel
R. Sa mesure est bien dxdt. Remarquons tout de suite que dxdt n’est pas un invariant de Lorentz,
comme on peut s’en convaincre aisément. Vu dans le référentiel R’, le petit élément de surface prend
I’aspect représenté sur la partie droite de la figure 2.1. Il s’agit d’un petit losange. La surface de
ce losange peut s’exprimer facilement en écrivant les transformés de Lorentz de trois des sommets.
En fait, on trouve que cette mesure, qui est manifestement différente de dz'dt’ est égale & dxdt (ce
résultat découle directement du fait que le déterminant de la transformation de Lorentz est un, ce
qui confirme sa généralité). L’étendue totale dans 'espace—temps d’un petit élément d’intégration est
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Figure 2.1: Un méme élément de volume de I’espace—temps vu dans deux référentiels. La forme change, mais la surface

(ou I’hypervolume dans l'espace quadridimensionnel) est constante.

donc un 4-scalaire (résultat qui nous permettra plus tard de définir convenablement des intégrales de
volume dans l’espace-temps).
On déduit de tout ce qui précede que

Jh = p—— (2.48)

est un 4—vecteur réunissant les densités de charge et de courant créés par une charge ponctuelle. On
peut aussi écrire

It = (ep,J) (2.49)

en faisant intervenir la densité de courant tridimensionnelle. Pour une répartition quelconque de
charges et de courants, résultant de la superposition des mouvements d’un grand nombre de particules
ponctuelles, la quantité écrite en termes des densités totales de charges et de courants est bien sir
encore un 4—vecteur.

2.2.4 Vecteur d’onde

Considérons, dans le référentiel R, une onde plane monochromatique de fréquence w et de vecteur
d’onde k. Les différents champs et potentiels de cette onde sont tous proportionnels a exp(—i¢) avec:

b—wt—kor. (2.50)

La phase ¢ de 'onde plane se doit d’étre un 4—scalaire. Sa valeur pour un événement donné représente
en effet la valeur relative commune des champs et potentiels par rapport a leur maximum. Les trans-
formations de Lorentz de ces quantités, dont nous ne préjugerons pas encore, étant sirement linéaires,
le méme facteur exp(i¢) décrit, dans un autre référentiel R’, la valeur des quantités transformées par
rapport a leurs nouvelles amplitudes.
En posant
k' = (w/c, k), (2.51)

on peut, au moins formellement, écire:

¢ =kt (2.52)

ol les x* sont les composantes contravariantes de I’événement considéré. ¢ étant un 4—scalaire et x*
un 4-vecteur, il est évident que k* est, lui aussi, un 4-vecteur généralisant le vecteur d’onde dans
I’espace—temps. On notera que sa norme est nulle:

kukt =0 (2.53)
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puisque w? — ¢2k? = 0 pour une onde plane dans le vide. Le vecteur d’onde se transforme donc
simplement par une transformation de Lorentz quand on passe d’un référentiel a un autre:

K =Lk (2.54)

En explicitant cette transformation pour les coordonnées spatiales et temporelle, on obtient:

W= y(w— uky) (2.55)
ky = (ks — Bw/c) (2.56)
ky = ky (2.57)
K. o= k. (2.58)

Dans la premiere équation, on reconnait le changement de fréquence d’une onde dans un changement
de référentiel, c’est & dire 'effet Doppler. L’expression que nous trouvons ici ne differe de ’expression
habituelle en relativité galiléenne (w' = w — k - u) que par le facteur de dilatation des temps v (il est
bien naturel que ce facteur intervienne dans la modification de la fréquence). Pour des mobiles qui ne
sont pas trop rapides (ce qui est presque toujours le cas, par exemple, pour des sources atomiques),
leffet Doppler reste dominé par 'effet classique. Il est un cas cependant ou 'effet relativiste domine,
celui ou la vitesse u est strictement perpendiculaire au vecteur d’onde. En cinématique classique, la
fréquence n’est pas affectée. En relativité einsteinienne, en revanche, la fréquence est multipliée par
le facteur v de dilatation des temps. La modification relative de la fréquence est donc du second
ordre en (3 (d’ou le nom d’effet Doppler du second ordre), alors que l'effet Doppler classique est du
premier ordre. C’est donc un effet faible pour des vitesses ordinaires qui est cependant génant dans
des expériences de haute précision. La spectroscopie atomique la plus précise actuellement est réalisée
sur des atomes d’hydrogene excités par laser. Pour s’affranchir de I’effet Doppler, on fait en sorte que
la vitesse des atomes soit tres précisément perpendiculaire a la direction du laser. La cause essentielle
d’erreur devient alors 'effet Doppler du second ordre qu’il faut corriger trés précisément. Pour cela, il
est indispensable de réduire autant que possible la vitesse des atomes et de la déterminer précisément.

Les équations portant sur la partie spatiale décrivent le changement de direction de propagation.
Les composantes transverses ne sont pas modifiées. La composante longitudinale change de telle
manieére que la relation de dispersion des ondes planes dans le vide ¥’ = w'/c reste vérifiée, comme on
pourra s’en convaincre aisément. Notons qu’on peut ainsi retrouver de maniere tres rapide ’aberration
relativiste des étoiles. La situation que nous considérions au chapitre précédent était en effet une onde
se propageant vers 'origine le long de I'axe Oy: k, est donc la seule composante non nulle dans le
référentiel R. En appliquant la transformation précédente, on trouve immédiatement:

ky = ky=-w/c (2.59)
K, = —pByw/c (2.60)

La direction de propagation fait donc, dans le référentiel R’ un angle § = arctan 3y avec 'axe Ovy'.
Nous retrouvons bien le résultat du chapitre précédent.

2.3 Tenseurs

Nous aurons a manipuler des quantités plus complexes que les 4—vecteurs. Dans un espace vectoriel, on
peut bien stur définir des opérateurs linéaires, représentés par des matrices dans une base convenable.
En fait, nous considérerons des objets plus généraux pouvant dépendre de plus de deux indices. De
tels objets décrivent des lois de composition multilinéaires entre vecteurs ou opérateurs. Les tenseurs
se retrouvent en fait dans de nombreux domaines de la physique. En élasticité, par exemple, la
déformation d’un solide dans une direction peut dépendre d’une contrainte appliquée dans une autre
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direction. La relation linéaire correspondante est décrite par un tenseur de rang 2. En optique non
linéaire, un ensemble de trois champs électriques peut créer une polarisation dans le milieu. Il faudra
donc écrire une application linéaire donnant un vecteur a partir de trois autres, ce qui doit étre décrit
par un tenseur a quatre indices. Notons tout de suite que n’importe quel tableau de nombres n’est
pas un tenseur, comme toute collection de nombres ne représente pas forcément un vecteur. Il faut,
de plus, que ces quantités se transforment “bien” dans un changement de base.

2.3.1 Tenseurs contravariants

L’opération de produit tensoriel permet d’associer a ’espace vectoriel M un espace M ® M, plus
grand. A tout couple de vecteurs R et S de M, on associe un vecteur R® S de M ® M. Une base
de M ® M est formée des 16 produits tensoriels possibles formés avec les 4 vecteurs de base de M:
e, ® e,. Les composantes de R ® S sur cette base sont les produits des composantes de R et S:

R®S =2"y"e,®e, . (2.61)

La dimension de I’espace produit tensoriel est 16.Un produit tensoriel de deux vecteurs ne dépend que
de 8 parametres libres. Nous pouvons donc définir des objets plus généraux que les produits tensoriels
de vecteurs: les tenseurs de rang 2 completement contravariants, éléments de 'espace M ® M. Nous
noterons T#" les composantes d’un tel tenseur sur la base e, ® e,. En fait, nous avons déja rencontré
de tels objets, par exemple avec le tenseur métrique compleétement contravariant.

On peut déduire la régle de transformation d’un tenseur dans un changement de base (c’est a dire
une transformation de Lorentz) de celle d’un produit tensoriel de vecteurs: T+” se transforme comme
un produit de composantes contravariantes:

T = LF, LY, TP . (2.62)
En appliquant les regles du paragraphe précédent, nous aurons aussi la transformation inverse:
TH = L LT (2.63)

Notons que ces expressions ne décrivent pas des produits de trois matrices au sens ordinaires. Dans
la premiere, par exemple, la sommation sur ¢ est une sommation sur un indice colonne dans les
deux termes ou il apparait. Il faut donc prendre garde, dans les calculs pratiques, d’effectuer les
transpositions nécessaires si on veut utiliser les regles standard du produit matriciel.

L’opération de produit tensoriel peut étre généralisée aisément a un nombre arbitraires de ter-
mes. On peut définir Pespace M®*, produit tensoriel de M k fois avec lui méme. Les éléments de
cet espace, de dimension 4%, sont les tenseurs complétement contravariants de rang k et leurs com-
posantes s’écriront T+, Ces composantes se transforment par un “produit” de k transformations
de Lorentz. Nous laissons au lecteur le soin de I’écrire. Un tenseur de rang n décrit une transformation
multilinéaire qui, & n — 1 vecteurs associe un vecteur.

2.3.2 Tenseurs covariants, tenseurs mixtes

Ce que nous avons fait pour I’espace M peut étre repris pour son dual M*. On peut définir ainsi des
tenseurs de rang deux, complétement covariants, dont les composantes sur la base produit tensoriel
é" ® € s’écriront T',,. La transformation de Lorentz de ces quantités s’écrit simplement:

T/},Ll/ = ﬁ,up‘CVGTpU . (264)

On peut faire le produit tensoriel d’'un nombre arbitraires d’espaces duaux. On peut aussi définir
des objets appartenant au produit tensoriel de ’espace M par son dual M*. On obtient alors des
tenseurs mixtes de rang deux (ou plus si on utilise plusieurs M et M*) dont les composantes s’écriront
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T+, (pour M ® M*) ou T,” (pour M* ® M). Notons que ces deux écritures recouvrent a priori des
objets différents. La regle de transformation d’un tel tenseur mixte est simplement:

T, = LF,L,°T", | (2.65)

et se généralise aisément a tout tenseur mixte de n’importe quel rang.

En fait, nous savons bien que les composantes contravariantes et les composantes covariantes
recouvrent le méme objet physique. Il en est de méme pour les tenseurs: une quantité physique
s’exprimant comme un tenseur peut étre écrite a volonté comme un tenseur complétement contravari-
ant, completement covariant, ou mixte de fagon arbitraire. Comme pour les composantes des 4—
vecteurs (et cela résulte du lien entre tenseur et produits de ces composantes), le tenseur métrique g"”
ou g, peut étre utilisé pour élever ou abaisser les indices. Nous pourrons écrire par exemple:

T = g’upg'/UTpg (2.66)
T, = g,upgyancr (2'67)
T, = ngT,up . (2.68)

Le tenseur métrique se réduisant en relativité restreinte, a un tableau diagonal de signes, ces regles
de transformation prennent une forme tres simple: ’abaissement ou 1’élévation d’un indice spatial
change le signe de la quantité, alors que 1’élévation ou ’abaissement d’un indice temporel ne change
rien. On trouve ainsi, par exemple, que seuls les indices spatio—temporels changent de signe dans le
passage d’un tenseur de rang 2 de la forme complétement contravariante a la forme completement
covariante.

Ces définition des tenseurs peut paraitre abstraites. On peut aussi voir les tenseurs de rang deux
comme des applications linéaires de I'espace M dans lui méme (ou de son dual dans lui méme). Un
tenseur complétement covariant de rang 2, par exemple, décrit naturellement une application linéaire
de M dans M*. L’image W d’un vecteur V s’écrit alors:

W, =TV . (2.69)

On aurait des écritures similaires pour les tenseurs complétement contravariants (de M* dans M) ou
les tenseurs mixtes, décrivant la transformation entre deux objets de méme nature. Nous laisserons
au lecteur le soin de les écrire.

Les régles de changement de base pour les tenseurs peuvent se déduire de cette forme. Nous
prendrons une transformation de Lorentz L. Les transformations des composantes de W et de V'
s’écrivent:

W', = LW, VY =L"V'7 . (2.70)
On peut donc écrire:
W', = LW, = LHT,, VY = LHT L0V =T, V' . (2.71)
On lit directement sur cette équation ’expression des composantes transformées du tenseur. On
constatera qu’elles coincident bien avec celles que nous avons obtenues plus haut.
2.3.3 Vocabulaire et exemples
Un tenseur de rang 2 est dit symétrique si:
THY =TVH (2.72)

On en déduit immédiatement 1", = T, et T, = T',#. On pourra donc écrire la forme mixte sans
préciser l'ordre des indices, comme T*. Notons que la symétrie du tenseur n’implique pas ’égalité de
T} et de T}, (il n’est que d’examiner le cas des indices spatio—temporels pour s’en convaincre).
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Un tenseur de rang 2 est dit antisymétrique si:
THY = —T"F | (2.73)

Les termes diagonaux de ce tenseur TH* sont évidemment nuls. On montre qu'un tenseur anti-
symétrique peut se mettre sous la forme:

0 Ay ay a,
—a; 0 —=b, by
—ay b, 0 b,
—a, —by, by 0

T = = (a,b) (2.74)

ol a est un vecteur spatial et b un pseudo-vecteur (qui se transforme en ’opposé de son symétrique
dans un changement de base comprenant une réflexion d’espace). Le couple champ électrique/champ
magnétique obéissant & ces conditions, nous ne nous étonnerons pas que le champ électromagnétique
s’exprime comme un tenseur antisymétrique de rang 2.

Nous appellerons “trace” d’un tenseur de rang 2 la quantité 7%, = T',*. Plus généralement, nous
appellerons “contraction” d’un tenseur sur un indice une expression comme T%,”. La contraction
d’un tenseur de rang k sur un indice est un tenseur de rang k — 2 (la trace étant une contraction d’un
tenseur de rang 2, elle donne un tenseur de rang 0, c’est & dire un 4-scalaire). La contraction d’un
tenseur de rang trois donne, pour sa part, un tenseur de rang 1, c’est a dire un 4—vecteur.

Montrons, a titre d’exercice, que la contraction sur un indice d’un tenseur de rang trois se trans-
forme bien comme un vecteur:

TP = LF.LVLP.T7,T
= 8ULe.TO,T
= LP.TO,T (2.75)

ce qui établit bien la propriété cherchée.

Comme tenseurs, nous connaissons déja le tenseur métrique. On pourra vérifier directement qu’il
est bien invariant dans une transformation de Lorentz. Il s’agit d’un tenseur symétrique. Sa forme
mixte est évidemment: gf = g"”g,, = d!'. Le symbole de Kronecker n’est donc que la forme mixte du
tenseur métrique! La relation entre les formes contravariantes et covariantes g""g,, = 44 peut donc
s’interpréter comme un simple abaissement d’indice.

Notons & ce point que les opérateurs £ de changement de base ont toutes les caractéristiques
de tenseurs et se comportent normalement vis a vis de 1’élévation ou de ’abaissement des indices.
En toute rigueur, nous ne devons pas les considérer comme des tenseurs. On sait bien, en algebre
linéaire, que les matrices de changement de base ne sont pas & proprement parler des opérateurs. On
peut aussi s’en convaincre en s’interrogeant sur le sens physique d’un changement de base pour une
transformation de Lorentz.

Nous définirons finalement le tenseur de rang 4 compléetement antisymétrique e#”??. Parmi les 256
éléments de ce tenseur, seuls sont non nuls ceux dont les indices correspondent & une permutation de
(0,1,2,3). Silapermutation est paire, ’élément correspondant vaut +1. Il vaut -1 si la permutation est
impaire. Il n’y a donc que 24 éléments non nuls dans €, 12 valant +1 et 12 —1. On a e#"P? = —¢,,,, 50,
puisqu’on abaisse toujours trois indices spatiaux dans cette opération. On a enfin €#*7%¢,,,c = —24
(une somme de 256 termes qui nous fait apprécier a sa juste valeur 1’élégance des notations d’Einstein).

2.4 Dérivation et analyse vectorielle

La derniére étape a franchir est de refonder, dans notre formalisme quadridimensionnel, I’analyse vec-
torielle. Nous commencerons par redéfinir le gradient, pour généraliser ensuite aux autres opérateurs
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différentiels. Nous verrons que des lois bien connues de ’électromagnétisme prennent une forme tres
simple en termes de ces opérateurs. Nous définirons enfin une intégration dans l’espace—temps et
généraliserons les théoremes de Stokes/Ostrogradski.

2.4.1 Dérivation

Nous pouvons définir, pour une fonction du 4-vecteur position d’un événement, la dérivation par
rapport aux coordonnées contravariantes de I’événement:

0

B ger

Il est évident que les 4 quantités 0, forment les quatre composantes covariantes d’un opérateur
différentiel vectoriel qui généralise la notion de “nabla” & notre espace a quatre dimensions. Leur
covariance est manifeste si nous examinons ’accroissement infinitésimal d’un fonction scalaire des z*
pour un accroissement dz*:

(2.76)

df = 0uf(z")dx" . (2.77)

3

df étant un scalaire et dz* un vecteur contravariant, 0,, est un “vecteur” covariant. Il se transforme

donc comme tel dans une transformation de Lorentz:
8/u - Euyay 5 (2.78)

ol les &’ représentent les dérivées par rapport aux nouvelles coordonnées contravariantes. Cette loi de
transformation peut aussi s’établir péniblement & partir des lois de transformation des composantes.
On peut aussi définir la dérivation par rapport aux coordonnées covariantes:
0
oM = T (2.79)
Ly
Ces opérateurs différentiels forment évidemment les composantes contravariantes d’un vecteur (comme
on peut s’en convaincre en écrivant ’accroissement d’une fonction scalaire des coordonnées covari-

antes). On a de plus
o =g"o, , (2.80)

généralisation aux opérateurs différentiels des lois d’élévation ou d’abaissement des indices.

2.4.2 Analyse vectorielle

On peut définir & partir des J,, des analogues des opérateurs de ’analyse vectorielle a trois dimensions.
Si f est une fonction scalaire, 0,,f, généralisant le gradient, peut s’écrire

10f
Ouf = (ZE’VO (2.81)

et 10f
pwe (22 2.82
o't = (5 -V/) (282)

Si on consideére un champ de 4-vecteurs A*(z") = (a,a), on peut définir sa divergence comme:
19a°
A — p_ 2% .

oMA, =0,A - +V-.a, (2.83)

qui n’est pas sans nous rappeler ’équation de conservation de la charge ou la jauge de Lorentz.
L’analogue du rotationnel sera le tenseur de rang 2 completement antisymétrique:

OrAY — B A" . (2.84)
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On pourra aussi écrire le rotationnel sous sa forme completement covariante:

0,A, —0,A, . (2.85)
Le “laplacien” de I’espace temps est la norme du vecteur 0*:
Ay (2.86)
2 2 o2 N ’

et n’est pas autre chose que le d’alembertien [ ].

Nous pouvons ainsi réécrire de fagon extrémement simple quelques lois de 1’électromagnétisme
classique. L’équation de conservation de la charge s’écrit simplement 0, J# = 0, en utilisant le 4-
vecteur courant.

Les équations de Poisson pour les potentiels peuvent se regrouper en 9,0" A" = o J", & condition
de regrouper les potentiels scalaire et vecteur en un 4-vecteur A* = (V/¢, A). L’équation de Poisson
prouve immédiatement que cette quantité est un 4-vecteur. On pourrait alors en déduire les lois
relativistes de transformation des potentiels dans un changement de référentiel et, par dérivation, les
lois de transformation des champs. Nous établirons plus simplement ces résultats dans les prochains
chapitres.

La condition de jauge de Lorentz s’écrit tout simplement 0, A* = 0. L’ensemble de ces relations
prouve que 1’électromagnétisme se coule de maniere tres naturelle dans le cadre mathématique de la
cinématique relativiste.

2.4.3 Intégration

On peut définir une intégrale de volume dans l’espace—temps pour n’importe quel type de quantité
par

/ a0 | (2.87)

ou df) = cdtdxdydz est I’élément d’intégration dans l’espace temps dont nous avons déja démontré le
caractere scalaire.

Une surface dans 'espace a trois dimensions est une variété & trois dimensions. On peut définir
une intégrale sur ces surfaces (un flux) a condition de définir un 4-vecteur élément de surface dS*.

Un élément de surface est un petit objet a trois dimensions. On peut le considérer comme sous-
tendu par trois 4-vecteurs dz#, dy* et dz* (comme un petit élément de surface & deux dimensions est
sous—tendu par deux vecteurs infinitésimaux). dS* doit étre orthogonal & tout vecteur de ’élément et
sa longueur doit étre une mesure du “volume” de 1’élément de surface. On peut obtenir dS* par une
procédure d’orthogonalisation standard. On forme d’abord le tenseur de rang 3 dS*"* tel que:

dxzt dy* dz*
dSHP = |dx¥  dy¥ dzZ¥ (2.88)
dx? dy”? dzP

L’élément de surface cherché s’obtient alors en contractant ce tenseur avec le tenseur de rang 4

compléetement antisymétrique:
1

dS°? = —geg“l’pdSWp , (2.89)
dont on montre qu’il a toutes les propriétés requises. Le lecteur sceptique aura avantage a écrire
explicitement le vecteur élément de surface pour un petit élément de volume purement spatial (qui est
bien un élément de surface dans I’espace—temps). Il trouvera un 4—vecteur dont seule la composante
temporelle est non nulle. Sa mesure est précisément le volume spatial de I’élément considéré.

On peut établir pour les intégrales de surface un théoreme généralisant le théoreme de gauss:

/ ARdS, = / 9, A" dS) | (2.90)
S 14
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ou V est un volume dans ’espace—temps et S sa surface frontiere. L’intégrale de la divergence étendue
A tout Pespace est donc égale au flux sur la “sphere de 'infini”3. Celui-ci est en général nul pour des
champs physiques.

On peut aussi définir une intégration sur des variétés a deux dimensions (que nous n’appellerons
pas surfaces). L’élément d’intégration est un tenseur antisymétrique de rang 2 formé sur les vecteurs
dx* et dy” sous—tendant I’élément d’intégration:

dft” = dxtdy” — dx¥dy" . (2.91)

On peut enfin définir une intégrale curviligne sur une ligne d’univers. Le théoréme de Stokes relie
I'intégrale sur une variété a deux dimensions a l'intégrale sur son contour:

/ A dat = / ™ (9,4, — B,A,) . (2.92)

3Cette sphere de linfini est assez peu intuitive. Elle est formée de tous les points de P’espace & t = —oo et de tout
Pespace & nouveau a t = co. Entre les deux, elle est formée & tout instant de tous les points & I'infini dans ’espace (la
“sphere de l'infini” habituelle de ’analyse vectorielle).
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Chapitre 3

Dynamique relativiste

Apres avoir jeté les bases d’une nouvelle cinématique, il nous faut bien sir établir la nouvelle dy-
namique. Nous commencerons par postuler une forme tres simple pour 'action d’une particule libre,
dont nous déduirons les équations de Lagrange (qui donnent trivialement un mouvement rectiligne
uniforme). Nous en déduirons, de manieére plus intéressante, I’expression relativiste de I'impulsion
de la particule. Nous définirons alors la notion de force pour une particule en interaction. Nous
n’irons pas beaucoup plus loin dans ce chapitre. Pour utiliser la notion de force, il faut en effet
la relier aux causes du mouvement. C’est ce que nous ferons au prochain chapitre dans le cas de
Iélectromagnétisme, en “redécouvrant” ’expression de la force de Lorentz. Notons a ce point que
toutes les forces phénoménologiques utilisées en mécanique classique (frottements, tensions..) n’ont au-
cun sens en relativité (elles ne peuvent se transformer correctement dans un changement de référentiel).
Notons également que la force de gravitation ne peut étre traitée correctement que dans le cadre de la
relativité générale. Nous conclurons ce chapitre par quelques bréves remarques sur le vaste probleme
des collisions de particules relativistes.

3.1 Particule Libre

Nous essayons ici de définir une action ou un lagrangien pour une particule relativiste libre. La con-
dition d’extrémalité de ’action devrait alors nous donner la ligne d’univers suivie par cette particule.

Pour que toutes les quantités que nous manipulons se comportent bien dans un changement de
référentiel (on dit souvent qu’elles sont manifestement covariantes), il faut que I’action et le lagrangien
soient tous les deux des 4—scalaires. Le temps sur lequel on integre le lagrangien doit donc étre lui
aussi un 4-scalaire. De maniere évidente, seul le temps propre 7 de la particule convient. Enfin, les
bornes de l'intégration doivent étre deux événements bornant la portion de ligne d’univers cherchée
(et jouant le role de conditions aux limites dans les équations de Lagrange). On écrira donc:

S = Ldr (3.1)

ou encore:

1
S=- Lds , (3.2)
CJa

ol ds est un intervalle infinitésimal sur la ligne d’univers: ds = cdr.
Pour L, le choix le plus simple est une constante —q, relative a la particule. Nous choisissons
un signe moins et une constante positive. Ce choix conduira & un minimum pour laction'. On peut

1On peut rendre 'intégrale du temps propre aussi petite que ’on veut en imaginant des mouvements & de trés grandes
vitesses entre a et b. En revanche, I'intégrale du temps propre est maximale si la particule se déplace a vitesse constante
entre a et b. L’action, pour avoir un minimum, doit donc étre opposée a 'intégrale du temps propre.

115
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(T+AT)+ e (THT)
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Figure 3.1: Deux lignes d’univers joignant deux événements. L’une est la trajectoire de référence (en traits pleins),
Pautre une trajectoire infiniment proche (en pointillés). Les deux trajectoires coincident pour les événements initial et

final. La partie de droite schématise des éléments infinitésimaux correspondants des deux trajectoires.

identifier aisément cette constante en imposant a notre action de coincider avec 'action classique si la
vitesse de la particule est petite devant c. En remarquant que dr = dt/~, on écrira:

S:—a/\/1—1)2/02dt:/(—a+avz/202)dt. (3.3)

Le terme constant ne joue aucun role dans I’action classique. Pour que le terme en v? coincide avec

’énergie cinétique, il faut que o = mc?. Le lagrangien d’une particule libre est donc une simple
constante:
L = —mc? (3.4)

et Paction s’écrit simplement:
S = —ch/ dr = —mc/ ds . (3.5)

Nous allons maintenant établir, a partir de cette expression de l’action, les équations de Lagrange.
Ce raisonnement est trés proche de celui utilisé dans la premiere partie de ce cours pour établir
les équations de Lagrange d’un systeme quelconque. Nous considérerons donc deux lignes d’univers
légerement différentes entre les événements a et b qui nous serviront de “conditions aux limites” (voir
figure 3.1). Nous ne pouvons plus en effet spécifier, sans perdre I'invariance relativiste, de positions &
un instant initial et a un instant final. L’une de ces trajectoires sera la trajectoire effectivement suivie,
qui réalise un extremum pour ’action. Elle est paramétrée par le temps propre 7 de la particule. Les
événements de cette ligne d’univers peuvent donc s’écrire z#(7).

L’autre ligne d’univers s’écarte de la trajectoire de référence par des quantités infinitésimales.
Les coordonnées spatio—temporelles de chaque événement sur cette ligne d’univers pourront s’écrire
(1) + dxH(7), ou dx¥(T) est une quantité infinitésimale. Notons qu’avec ce choix d’écriture, la
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trajectoire variée et la trajectoire de référence sont paramétrées par le méme temps propre 7. C’est
en effet une condition importante pour pouvoir écrire les intégrales d’action avec le méme élément
différentiel. Notons que le temps propre est utilisé comme un simple parametre. 7 n’est pas le temps
propre sur la trajectoire variée (c’est précisément a la détermination de celui-ci que nous allons nous
consacrer).

Considérons un intervalle infinitésimal de temps propre dr (voir partie droite de la figure 3.1). Sur
la trajectoire de référence, on passe de I'’événement z* & z# + dz* avec da* = (dx*/dr)dr. Sur la ligne
d’univers variée, en revanche, on passe de ’événement z* + jx* a = 4 dz* + da* + ddx* avec dozH =
(dozt /dr)dT = 6(dzt/dT)dr = ddx¥, accroissement de la vitesse étant manifestement la dérivée
temporelle de 'accroissement. Dans toute la suite du raisonnement, nous traiterons les accroissements
6 comme des infiniments petits d’ordre supérieur par rapport aux éléments d de trajectoire. L’action
sur la trajectoire de référence est donc

b b
S = —mc/ ds = —mc/ \/dxdeh . (3.6)

L’action sur la trajectoire variée s’écrit:

b
S 465 = —me / (day + 0da,) (da + 3dav) . (3.7)

En développant cette derniere expression au premier ordre non nul dans les petits accroissements, on
obtient l'accroissement de ’action

b B
S+46S = —mc/ [1+M] ds
a ds
b
0S = —mc/ dx—“édm“

o ds
b

= —m/ U, édz"

déx”
— o -m / Wd (3.8)

ou nous faisons intervenir la 4-vitesse U, = cdx,/ds de la particule.
Pour obtenir les équations de Lagrange, nous pouvons transformer cette expression par une inté-
gration par parties:

08 = —m/ Uyddzt = —m U,z —|—m/ “5:c“d7'. (3.9)

Le terme tout intégré est manifestement nul puisque les deux lignes d’univers coincident sur les
événements limites. La nullité de §.5 ne peut étre assurée pour tous les accroissements que si:

dUu#

= 1
77 0, (3.10)

ce qui constitue I’équation de Lagrange, nécessairement triviale, du mouvement de la particule libre.

En fait, le principal intérét de ce calcul ne réside pas dans cette équation que nous aurions pu obtenir
en invoquant l'invariance galiléenne. Nous avons d’abord pris la mesure des difficultés mises en jeu
dans un calcul variationnel en relativité (en particulier, nous avons du prendre garde de ne manipuler
que des quantités 4—vectorielles ou scalaires). Ensuite, nous avons établi, en passant, 1’équation (3.9)
qui va nous permettre de déterminer les variations de ’action dans une variation du point d’arrivée,
et donc d’établir la forme relativiste de 'impulsion.
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3.2 Energie—impulsion

Nous avions introduit naturellement 1’énergie et I'impulsion en dynamique classique comme les dérivées
temporelles et spatiales de ’action par rapport au point d’arrivée. La contrepartie relativiste en est
manifestement le 4—gradient de ’action par rapport a I’événement . Nous poserons donc:

P, =-0,5, (3.11)

les dérivées s’entendant par rapport a la position de b.

Pour estimer P, nous considérerons deux lignes d’univers effectivement suivies par la particule,
I'une (ligne d’univers de référence) connectant a et b, ’autre (variée) a et b+db. Le calcul de la variation
de ’action suit alors celui effectué au paragraphe précédent. Les deux trajectoires sont paramétrées par
le temps propre de la trajectoire de référence. La seule différence est que ’accroissement ne s’annule
pas pour I’événement b: dz#(b) = db. L’équation (3.9) est donc encore correcte. Comme les deux
trajectoires sont des trajectoires effectivement suivies, elles correspondent a des vitesses constantes
et le terme intégral est identiquement nul. En revanche, le terme tout intégré est non nul et vaut
U,0x*(b). On en déduit par simple comparaison que:

P,=mU, Pt =mU" | (3.12)

un résultat pour le moins attendu.

Penchons nous maintenant sur la signification physique des composantes de P*. On a bien sur
PH = (—(1/c)dS/dt,VS). Une simple comparaison avec la mécanique classique nous indique que la
composante temporelle de P* est I’énergie mécanique £ de la particule, alors que les composantes
spatiales représentent la quantité de mouvement:

Pt = (E/c,p) . (3.13)

L’énergie et la quantité de mouvement apparaissent donc comme les composantes temporelles
et spatiales d’un 4—vecteur. Elles doivent donc se transformer ensemble dans un changement de
référentiel. Nous pouvons de plus identifier ces quantités & partir de ’expression de la 4—vitesse:

E = myc? (3.14)
p = myv (3.15)

Commentons tout d’abord I’expression de 1’énergie mécanique. Pour des mouvements a vitesse
faible devant ¢, on peut développer le facteur v. On obtient alors:

1
E=mc® + §mv2 . (3.16)

A une constante prés, nous retrouvons donc bien ’énergie cinétique galiléenne.

Si les énergies sont toujours définies a une constante additive pres en mécanique classique, il n’en
est pas de méme en relativité. On ne saurait en effet ajouter une constante arbitraire & la composante
temporelle d'un 4—vecteur en conservant une forme correcte pour les lois de changement de référentiel.
La constante additive qui, ci-dessus, représente 1’énergie mécanique d’une particule au repos:

& =mc*, (3.17)

doit donc avoir une signification physique?.
Si une masse au repos possede de I’énergie, cela indique qu’on peut, au moins sur un plan de
pur bilan d’énergie, transformer une certaine quantité de masse en énergie ou une certaine quantité

2Remarquons que nous venons d’établir ce qui est sans doute la formule de physique la plus célebre.
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d’énergie en masse. Les applications les plus spectaculaires de ces conversions sont les créations
et annihilations de particules élémentaires. Quand deux antiparticules s’annihilent en émettant de
I’énergie sous forme de rayonnement électromagnétique, on a une conversion totale d’une certaine
quantité de masse en énergie. Le phénomene réciproque, la création d’une paire particule/antiparticule
a partir d’un rayonnement suffisamment énergétique, correspond a la conversion d’énergie en masse.
Pour créer, par exemple, une paire électron/positron, il faudra au moins fournir une énergie 2mc?,
soit 2 fois 511 keV. Cette notion de seuil de réaction joue un role essentiel pour 'analyse des collisions
de particules. Notons a ce point que, si nous avons montré que de tels processus sont envisageables
du point de vue du simple bilan énergétique, nous n’avons pas montré qu’ils pouvaient se produire. Il
faut ajouter & ces conditions de bilan les regles de sélection qui indiquent quelles particules on peut
effectivement créer dans une situation donnée. Ces régles ne peuvent s’obtenir que par une approche
quantique qui est hors de propos ici. En dépit des conséquences tres importantes de cette énergie de
repos pour la physique des particules, nous n’évoquerons pas ce probleme beaucoup plus avant ici, et
nous renverrons le lecteur intéressé aux nombreux manuels qui couvrent ce sujet.

La quantité de mouvement, de son c6té, s’écrit donc m~yv. Au premier ordre en v/c, elle coincide
donc bien avec la quantité de mouvement galiléenne ordinaire. En revanche, pour des vitesses proches
de celles de la lumiere, la quantité de mouvement croit beaucoup plus vite que la vitesse (elle est en
fait simplement proportionnelle & la célérité). Comme l'accroissement de la quantité de mouvement
est manifestement relié a la force qui s’exerce sur la particule (nous anticipons quelque peu sur la
suite de cet exposé), on retrouve qu’il est impossible d’accélérer une particule matérielle jusqu’a la
vitesse de la lumiere, puisqu’il faudrait lui communiquer une quantité de mouvement infinie. Notons
enfin que, du point de vue de la quantité de mouvement, et dans une large mesure du point de vue de
I’ensemble de la dynamique, “tout se passe comme si” la masse de la particule dépendait de la vitesse
comme le facteur . Cette approche, largement développée dans des ouvrages de vulgarisation, n’est
bien sur pas correcte. L’invariance relativiste impose que la masse de la particule soit un 4—scalaire,
indépendant du référentiel.

Notons, pour terminer ce paragraphe, un lien utile entre énergie et quantité de mouvement. Nous
savons en effet que le module de la 4-vitesse est égal & c. On en déduit P, P* = m2c? et donc

PP +mict =£2. (3.18)

Examinons le cas d’une particule ultra-relativiste, dont la vitesse est proche de celle de la lumiere.
L’énergie & est alors trés supérieure & 1'énergie de repos &, et on peut négliger le terme m2c* dans
Pexpression précédente. On a alors simplement £ = pc et on peut pratiquement, & une constante
dimensionnelle pres, confondre 1’énergie et 'impulsion de la particule.

Un exemple extréme de particule ultra-relativiste est une particule de masse nulle, comme le
photon ou le neutrino (si la masse du premier est trés certainement nulle, un petit doute théorique et
expérimental subsiste pour le second). Si la vitesse de propagation de cette particule était inférieure
a ¢, le facteur ~ étant fini, 'énergie de la particule serait nulle. Pour que de telles particules aient
une énergie non nulle, il faut que leur vitesse de propagation soit la vitesse limite de la relativité
(qu’on peut donc confondre & ce point seulement, en toute rigueur, avec la vitesse de la lumiére).
Par un simple passage a la limite, on voit donc que I’énergie et 'impulsion de la particule sont liées
par £ = pc. Dans le cas particulierement important du photon, ’énergie est £ = hv, ou h est la
constante de Planck et I'impulsion est donc, en module, hv/c. Si on y ajoute que l'impulsion doit
avoir la direction du vecteur d’onde (nous verrons pourquoi a la fin de cette partie), on en déduit que
I'impulsion spatiale du photon peut s’écrire p = hk.

3.3 Particule soumise a une force

Cette section ne peut étre a ce niveau qu’embryonnaire. Si la particule est soumise & des interac-
tions qui modifient son mouvement, on pourra écrire I’équation du mouvement sous la forme d’une
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équation de Lagrange a condition de connaitre le lagrangien décrivant l'interaction. Le seul cas ou
nous pourrons effectuer cette démarche est celui de I’électromagnétisme que nous traiterons dans le
prochain chapitre. En fait, aucune autre interaction ne peut étre incluse correctement dans le cadre
de la relativité restreinte a notre niveau. Tout d’abord, toutes les interactions phénoménologiques
(contacts, ressorts..) n’ont plus de sens en relativité, ainsi que la notion de solide. Elles contiennent
en effet toutes plus ou moins la notion d’interaction instantanée. Il est possible de formuler une hy-
drodynamique relativiste, par exemple, mais au prix de grands efforts. Méme la gravitation ne peut
étre en toute rigueur coulée dans ce cadre. Elle n’est décrite convenablement que dans celui de la
relativité générale.

En fait, nous ne pouvons ici qu’intuiter que la dérivée par rapport au temps propre de I'impulsion,
GH* = dP"/dr, jouera le role d’une force, qu’on pourra exprimer simplement, dans le cas de 1’électro-
magnétisme, en fonction de la vitesse de la particule et des champs (cette force ne sera autre que la
force de Lorentz). Le module de 'impulsion étant constant, la force est nécessairement perpendiculaire
a 'impulsion: G, P* = 0. En termes de I’énergie et de la quantité de mouvement spatiale, on pourra
écrire:

w_ (lﬁﬁd_p) _
cdt’dt

On pourra poser f = dp/dt et définir ainsi la force spatiale, dérivée par rapport au temps ordinaire
de la quantité de mouvement. L’orthogonalité de G, et de P* est simplement équivalente, comme on
s’en convaincra aisément, au fait que £2 — ¢?p? est une constante.

(3.19)

3.4 Conservation de I’énergie—-impulsion. Application aux collisions

On peut montrer, comme en mécanique classique, que l'invariance dans une translation globale dans
I’espace—temps implique que tout systeme isolé possede un 4—vecteur énergie impulsion qui est con-
servé. Pour un ensemble de particules matérielles sans interaction, 'impulsion globale du systéeme est
simplement la somme des impulsions individuelles. Pour des particules en interaction (en particulier
électromagnétique), la situation est moins simple. L’interaction, qui ne peut étre instantanée, doit en
effet étre véhiculée par un champ. Ce champ, possédant une énergie, doit aussi posséder une quantité
de mouvement et entrer dans le bilan de I'impulsion globale. L’analyse détaillée de la conservation de
I'impulsion dans une telle situation est alors difficile.

La conservation de I'impulsion permet néanmoins d’obtenir des renseignements précis sur les colli-
sions de particules relativistes. Dans une telle collision, on consideére en effet un état initial ou les deux
particules sont tres éloignées et n’interagissent pratiquement pas. Apreés avoir interagi, les deux par-
ticules s’éloignent & nouveau l'une de 'autre et on considere un état final ou, & nouveau, 'interaction
est négligeable. Méme si on renonce & examiner ce qui se passe pendant l'interaction, on pourra écrire
que I'impulsion globale initiale, qui est la somme des impulsions de particules incidentes, est égale a
la somme des impulsions finales. On regroupe ainsi dans une méme équation liant deux 4—vecteurs les
lois de conservation de I’énergie et de 'impulsion qu’on écrit séparément dans une analyse classique
de la collision?.

Pour illustrer tres brievement 1’étude des collisions relativistes, nous traiterons deux exemples: le
calcul d’un seuil de réaction et le cas de 'effet Compton. Ces deux exemples a eux seuls sont loin de

3Si les particules sont chargées, un champ électromagnétique est associé & chaque particule avant et apres la collision.
Ce champ doit entrer en toute rigueur dans le bilan d’impulsion. En fait, quand on mesure la masse ou "impulsion d’une
particule chargée, on ne le fait jamais indépendamment du champ qui accompagne cette particule. La masse que nous
mettons dans 'impulsion est donc une masse “habillée”, qui englobe effectivement la contribution du champ a l'inertie
de la particule. Nous n’aurons donc effectivement pas a tenir compte des champs des particules libres dans notre bilan
d’impulsion. Notons qu’avec une particule chargée ponctuelle, la différence entre la masse “nue” et la masse “habillée”
de la particule est évidemment infinie. Ce n’est qu’au prix d’un calcul completement quantique mené avec les techniques
de renormalisation qu’on peut définir proprement la masse “habillée” de la particule.
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couvrir toutes les applications de la conservation de la 4—impulsion a la physique des particules, mais
ils permettent d’illustrer de facon simple des techniques et des concepts importants.

3.4.1 Seuil de réaction

La plupart des collisions réalisées dans les accélérateurs visent a produire de nouvelles particules. 11
est clair que I’énergie cinétique incidente doit étre suffisante pour que la réaction soit énergétiquement
possible. Le seuil de réaction est précisément 1’énergie cinétique & fournir aux particules en collision
pour que la réaction soit énergétiquement possible. Ceci ne signifie pas nécessairement que la réaction
se produise effectivement. Des régles de sélection quantiques ou une section efficace insuffisante peuvent
faire que les produits ne soient jamais observés.

Le calcul du seuil est complexe pour les réactions complexes. Nous ne considérerons donc que 'une
des plus simples des réactions de création de particules: la création d’une paire proton/antiproton par
collision de deux protons. L’équation de la réaction s’écrit:

p+p—p+p+p+Dp. (3.20)

L’énergie minimale pour que cette réaction puisse se produire correspond & une situation ou toutes les
particules finales seraient au repos. Elle est donc définie dans un référentiel ol la quantité de mouve-
ment totale est nulle. Pour tout systéme de particules matérielles, il existe un tel référentiel, appelé
“référentiel du centre de masse” Rgps. Il est 'analogue du référentiel barycentrique en mécanique
classique. Dans Ry, 1’énergie minimale est donc 4mc? (les particules et les antiparticules ont méme
masse m). Dans ce référentiel, les deux protons incidents ont initialement des énergies égales et des
quantités de mouvement opposées. L’énergie de chacun doit donc étre 2mc? et son énergie cinétique
mc?. Le seuil de réaction, dans le référentiel barycentrique, est donc de mc? pour chaque particule,
un résultat assez intuitif.

Le probleme est que ’énergie a fournir effectivement est celle définie dans le référentiel du labo-
ratoire, qui ne coincide pas nécessairement avec le référentiel du centre de masse. Ce n’est que dans
le cas des anneaux de collision (LEP pour les collisions électron/électron, par exemple), que les deux
projectiles sont de quantités de mouvement opposées et que le référentiel du laboratoire est aussi celui
du centre de masse.

Dans beaucoup d’expériences, plus anciennes, un seul des protons est en mouvement (le projectile)
et Pautre (la cible) est immobile. On peut estimer le seuil de réaction dans ce cas. La premiere chose
a faire est de déterminer les éléments de R par rapport au référentiel du laboratoire R. Nous
noterons & et p ’énergie et la quantité de mouvement du projectile. Tous les mouvements s’effectuant
sur l’axe projectile/cible, nous n’écrirons que des quantités en projection sur cet axe. Il est clair aussi
que la vitesse de Ro s par rapport a R est selon cet axe. Le 4—vecteur énergie-impulsion total avant
la collision s’écrit donc (€/c+ me,p). De maniere évidente la quantité de mouvement totale n’est pas
nulle.

Nous cherchons donc une transformation de Lorentz (parametres [ et ) telle que la nouvelle
impulsion p’ soit nulle. Il faut donc choisir:

g=-

BTl (3:21)

ce qui définit le mouvement du référentiel du centre de masse. On peut alors écrire ’énergie totale
disponible dans R/ en utilisant la méme transformation de Lorentz:

£ =~(E +mc® — Bpe) . (3.22)

En y portant l’expression de 3 et en notant que £2 — p?c?> = m2c?, on a simplement:

£ =2ymc* . (3.23)
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Figure 3.2: Diffusion d’un photon par un électron initialement au repos. Partie gauche: état initial. Partie droite: état

final. Le photon est diffusé avec une fréquence modifiée et I’électron est éjecté.

On peut enfin exprimer v en fonction de § puis de € et p:

1 VE + mc?

= = . 3.24
ST e (3.24)

L’énergie disponible dans Ry est donc simplement:
&= \/2m02(5 +mc?) . (3.25)

Le seuil de réaction s’obtient alors en écrivant que £’ doit étre plus grand que 4mc?. Apres quelques
manipulations, on voit que le seuil s’écrit:

£ >Tme*, (3.26)

’énergie cinétique du projectile devant étre d’au moins 6mc?. On doit comparer ce résultat & celui

obtenu quand le référentiel du laboratoire est aussi celui du centre de masse. Au lieu d’une énergie
cinétique par particule de mc?, on a besoin d’une énergie 6 fois plus grande. Avec une puissance
donnée d’accélérateur, il est donc, de beaucoup, préférable de travailler avec des collisions entre deux
particules en mouvement. Ceci explique que pratiquement toutes les grandes machines sont maintenant
des anneaux de collision. Le prix a payer est bien stur que la densité du faisceau est tres petite devant
celle d’une cible solide: le taux de collisions est beaucoup moins grand que ce qu’on obtient en envoyant
un faisceau unique sur une cible fixe.

3.4.2 Effet Compton

Notre second exemple sera 'effet Compton, la diffusion d’un photon de haute énergie par un électron
initialement immobile (ou lié & un atome: les énergie mises en jeu dans les expériences sont telles,
comme nous le verrons, que ’énergie de liaison d’un électron dans un atome est négligeable par rapport
a Iénergie finale de I’électron diffusé). Les parameétre importants du probléme sont représentés sur la
figure 3.2.

Sans restreindre la généralité, le photon de fréquence v et d’énergie hv est incident dans la direction
de axe Ox. Apres la collision, ’électron et le photon sont diffusés dans des directions qui dépendent
des détails de l'interaction. Toujours sans restreindre la généralité, nous pouvons supposer que les
trajectoires finales de 1’électron et du photon sont dans le plan Oxy. L’électron emportant de ’énergie
cinétique, le photon perd nécessairement de ’énergie. Sa nouvelle fréquence sera notée v/. Nous
chercherons seulement ici a calculer la nouvelle fréquence du photon en fonction de son angle de
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diffusion 6. C’est en effet la seule quantité accessible dans les expériences: 1’électron est rapidement
diffusé et son énergie amortie par le milieu ou se produit la diffusion. De fagon tres remarquable, la
simple application de la conservation de I’impulsion relativiste permet d’expliciter ce calcul?.

Les 4-impulsions du photon avant et apres la collision seront notées P et P’. On notera de méme
Q et Q' les impulsions initiale et finale de I’électron. En nous souvenant que la quantité de mouvement
spatiale de 1’électron est hv/c, nous pourrons écrire:

P = (hv/c,hv/c,0), (3.27)
P = (h//c,h'/c cosB,hV /c sin6) (3.28)
Q = (mc,0,0) (3.29)
Q = (/e (3.30)

Dans les équations précédentes, nous n’avons écrit que les composantes spatiales dans le plan Ozy.
E et gz, qy représentent I'énergie et la quantité de mouvement de I’électron diffusé. Pour calculer v/
en fonction de 6, nous allons chercher & éliminer ces inconnues. La loi de conservation de ’énergie—
impulsion s’écrit:

P+Q=P+Q. (3.31)

On en déduit immédiatement:
(P-P) = (Q-Q)? (3.32)
P2+P?-2P-P = Q*’+Q”-2Q-Q’. (3.33)

Le photon étant une particule de masse nulle, P2 = P> = 0. De plus Q? = Q2 = m?c? ot1 m est la

masse de 1’électron. Enfin, dans le produit scalaire Q - Q’, le produit des composantes spatiales est

nul et il ne reste que le produit des composantes temporelles: Q - Q' = —2mé&. On en déduit:
h2 !
CZV (1 —cos®) = m(E —mc?) . (3.34)

La simple conservation de I’énergie assure alors que:
hv+mc® =h/ + &, (3.35)

d’ou1 on déduit finalement
N — A= A(1—cosb), (3.36)

A =c/vet N = ¢/ étant les longueurs d’ondes associées au photon avant et apres la collision. La
longueur ., appelée longueur d’onde de Compton de ’électron, vaut:

Ae = 910 (3.37)
mc
La tres petite valeur numérique de cette quantité fait que 'effet n’est notable que pour des photons
incidents de courte longueur d’onde, c’est a dire de tres haute énergie. Pour des photons visibles, par
exemple, la modification de fréquence due au “recul” de ’électron est tout a fait négligeable. Quand
nous étudierons la diffusion de rayonnement par un atome nous négligerons complétement cet effet.

4Notons que la mise en évidence de Ieffet Compton et 1’accord quantitatif avec la loi que nous allons démontrer
a constitué, sans doute, une des premieres preuves indiscutables de ’existence du photon. L’effet photoélectrique, s’il
est parfaitement explicable en termes de photons, peut en effet étre décrit dans une théorie semi—classique couplant un
champ électromagnétique classique a un détecteur quantifié.
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Chapitre 4

Electromagnétisme relativiste

Nous désirons traiter maintenant de fagon relativiste l'interaction entre particules chargées par I'in-
termédiaire d’'un champ électromagnétique. Nous pourrions bien siir supposer connues les équations
de Maxwell et montrer directement qu’elles s’insérent sans difficultés dans un cadre relativiste. Nous
allons en fait procéder d’une fagcon beaucoup moins directe, mais plus profonde. Nous allons chercher
a écrire 'interaction relativiste non triviale entre des particules par I'intermédiaire d’'un champ de
vecteurs. En d’autres termes, nous allons tenter de construire, dans le cadre de la relativité, la
théorie de champ la plus simple qui ne soit pas triviale. Nous postulerons pour cela la forme des
actions associées aux particules et au champ. Nous verrons que ces formes sont en effet tout a fait
naturelles. Nous déduirons alors de ces actions des équations de Lagrange qui décrivent la dynamique
des particules couplées au champ et la dynamique du champ couplé aux particules. Nous constaterons
enfin que ces équations ont la forme des équations de Maxwell. Nous aurons donc pu déduire les
équations de Maxwell d’une approche lagrangienne tres générale.

Nous aurons montré également que 1’électromagnétisme est la plus simple des théories de champ
vectorielles dans le cadre de la relativité. Bien siir, nous ne nous contenterons pas dans ce chapitre de
réécrire des équations bien connues. L’écriture en termes de quantités explicitement covariantes nous
fournira des résultats nouveaux, difficiles ou impossibles a établir dans le cadre de ’électromagnétisme
classique. Nous établirons ainsi la transformation des champs électromagnétiques dans un changement
de référentiel, nous isolerons des invariants scalaires formés & partir des champs, dont nous montrerons
qu’ils ont une signification physique importante. Nous pourrons enfin établir des bilans d’énergie—
impulsion pour le champ qui nous permettront de jeter une lumiere nouvelle sur des phénomenes bien
connus, comme la pression de radiation ou méme la force de Coulomb électrostatique.

Notre systeme sera donc constitué d’un ensemble de particules en interaction avec un champ
représenté par un champ de 4—vecteurs. L’action totale pour ce systeme peut a priori se décomposer
sous la forme:

S = SParticules Libres T SChamp Libre + SInteraction ) (4'1)

ol Sparticules Libres rePrésente laction des particules en ’absence de champ (une simple collection
de particules libres si on néglige toute autre forme d’interaction), Schamp Libre Teprésente 'action
décrivant le champ seul, en l’absence de toutes particules. Enfin, Sipteraction représente l'interaction
entre particules et champ: d’une part les particules sont la source du champ, d’autre part la présence
du champ modifie la trajectoire des particules.

Pour aborder ce probleme, nous allons procéder en deux temps, comme on le fait souvent dans
les exposés élémentaires d’électromagnétisme. Nous allons d’abord considérer une particule unique
en présence d’un champ imposé. Nous supposons donc qu’un grand ensemble de particules crée un
champ qui agit sur une particule test. Si cette particule “test” est suffisamment petite, elle ne modifie
pas notablement le champ ni la dynamique des particules “sources”. Les seules variables dynamiques
dans ce cas sont donc celles de la particule libre, les valeurs du champ étant des quantités imposées.
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Nous pourrons alors écrire aisément les équations de Lagrange, dont nous verrons qu’elles redonnent
I’expression attendue pour la force de Lorentz. Nous verrons en effet que le seul champ de vecteurs
introduit (qui n’est autre que la version relativiste du potentiel vecteur) intervient dans la force sous la
forme de son rotationnel, c’est a dire d’un tenseur de rang deux antisymétrique. Ce tenseur pouvant
étre exprimé a partir de deux champs de vecteurs, nous retrouverons que l’électromagnétisme est
une théorie a deux champs. En écrivant les propriétés du rotationnel relativiste, nous obtiendrons
des relations entre ces deux champs qui se trouveront coincider avec le groupe des équations de
Maxwell homogenes. Notons enfin que nous pourrons des ce point établir la forme des changements
de référentiels pour les champs.

Dans un deuxieme temps, nous considérerons un champ en interaction avec des particules dont
la dynamique est imposée. Nous représenterons les mouvements de ces particules par des densités de
charges et de courants et nous postulerons une forme simple pour Schamp Libre- Nous obtiendrons
alors, comme équations de Lagrange, les équations de Maxwell faisant intervenir les sources. Nous
aurons alors terminé notre programme: en combinant les équations décrivant la dynamique des par-
ticules dans un champ imposé et les équations décrivant la dynamique du champ sous 'action de
courants imposés, on peut, au moins en principe, résoudre tout probleme d’électromagnétisme. La
derniére partie de ce chapitre sera alors consacrée a ’exploitation de ces résultats. Nous y établirons
en particulier les bilans d’énergie—impulsion pour le champ.

4.1 Particule libre dans un champ imposé

4.1.1 Equations de Lagrange

Nous considérons donc ici une particule de masse m plongée dans un champ imposé. L’action décrivant
la particule libre s’écrit simplement

b
SParticules Libres = _mc/ ds , (4.2)
a

ou a et b sont deux événements décrivant les conditions aux limites imposées a la particule. En
I’absence de champ, la ligne d’univers de la particule serait simplement la droite joignant a et b.

Nous postulerons que le champ peut étre représenté par un champ unique de 4-vecteurs que nous
noterons A*(z¥) = (V/c, A). Pour des raisons qui apparaitront évidentes plus tard, nous nommerons
le champ A “potentiel”. L’interaction entre le champ et la particule doit étre représentée par I'intégrale
d’une quantité scalaire sur la ligne d’univers entre les événements limites a et b. La quantité la plus
simple non triviale que nous puissions former est donc:

b
Slnteraction = _Q/ Ay dat (4.3)
a

ou g est une quantité scalaire représentant ’intensité du couplage de la particule au champ que nous
nommerons simplement “charge”. Dans ’expression de 'action d’interaction, il faut comprendre,
comme au chapitre précédent, que la ligne d’univers de la particule est paramétrée par son temps
propre 7T et que dz* est en fait égal a (dz#/dT)dr.

Nous pouvons tout de suite nous rassurer sur la pertinence de ce lagrangien d’interaction. En
écrivant que (dz*/dt)dT = UPdT = UFdt/~, en particularisant pour un instant un référentiel R et en
développant le produit scalaire, on met 'action d’interaction sous la forme:

b
SInteraction = _Q/ (V — V- A) dt , (4.4)

a

ou v est la vitesse tridimensionnelle de la particule dans R. On retrouve bien la la forme du lagrangien
d’interaction avec une particule chargée obtenu dans le premier chapitre de la premiére partie de ce
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cours, a condition bien sur d’assimiler la composante temporelle du potentiel au potentiel scalaire de
Iélectromagnétisme et ses composantes spatiales au potentiel vecteur. C’est a la justification détaillée
de cette assimilation que nous allons procéder maintenant.

Comme dans le chapitre précédent (on se reportera en particulier a la figure 3.1), on consideére
entre a et b la trajectoire effectivement suivie (trajectoire de référence) et une trajectoire variée de
facon infinitésimale. Les deux trajectoires sont paramétrées par le temps propre de la trajectoire
de référence et on se reportera au chapitre précédent pour une description des éléments différentiels
importants.

La variation de ’action de la particule libre s’obtient comme au chapitre précédent. En écrivant
la variation de l'intervalle élémentaire et en se livrant a la traditionnelle intégration par parties, on
trouve:

b aprP, L
0Sparticule Libre :/ ?&E dr . (4.5)
Calculons maintenant la variation de 'action d’interaction:
b
5SInteraction = —qé/ Audm“
b b
= —q/ [0.A,] dzt —q/ A ddzt (4.6)

ol le premier terme représente la variation due au fait que la trajectoire variée n’échantillonne pas

le potentiel aux mémes points que la trajectoire de référence. Le deuxiéme terme représente pour sa

part la variation de I'action due a la modification de géométrie de la trajectoire a potentiel constant.
Traitons d’abord le deuxieme terme. On a en fait

b b dozt
—q/a A odet = —q/a AM?dT

= [qAS7 +q /

a

b (dA, .

Le terme tout intégré de l'intégration par parties est identiquement nul, puisque les trajectoires
coincident aux extrémités. La parenthese dans l'intégrale restante représente I’accroissement d.A,,
du potentiel quand on passe d’une extrémité a ’autre d’un élément différentiel de la trajectoire de
référence. Le potentiel étant une fonction de I’événement auquel il est estimé, nous pourrons écrire:

dA, = 8, A,dz” . (4.8)

Le deuxiéme terme s’écrit donc:

b
q/ 0y A, dx” ozt . (4.9)

Revenons maintenant au premier terme. La variation dA, du potentiel quand on passe de la
trajectoire de référence a la trajectoire variée s’écrit 6.4, = 0, A,0x". Le terme a intégrer, apres une
permutation sans conséquences des indices muets, s’écrit donc 0,4, 0x*dx”. La variation de l'action
d’interaction peut donc finalement s’écrire:

b
5SInteraction = Q/ [auAu - 8;»’41/} dxtdx” . (4.10)

a

En remarquant finalement que, sur la trajectoire de référence, dz” = (dx¥/dr)dr = U"dr, ou U” est
la 4-vitesse, on peut écrire la variation totale de I'action sous la forme:

b
55 = / [@ _ Gu} Saetdr | (4.11)
a dr
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avec

Gy =qlopA, — 0,A,) U . (4.12)

Les équations de Lagrange s’obtiennent alors immédiatement. La variation de ’action ne peut
s’annuler au premier ordre dans les écarts entre les trajectoires que si tous les coefficients des dz*
sont identiquement nuls. Les équations de mouvement s’écrivent donc:

% —q,, (4.13)
la quantité G, n’étant autre que la 4-force que nous avions pressentie au chapitre précédent. Notons
que cette équation 4—vectorielle contient aussi bien la variation de I’énergie de la particule que celle
de sa quantité de mouvement.

La force s’exprime en fonction du rotationnel du potentiel, qui est un tenseur de rang deux,
antisymétrique, écrit ici sous sa forme complétement covariante. Nous appellerons tenseur champ ce

rotationnel et nous poserons:

F,,=0,A, -0,A, . (4.14)
La force a laquelle est soumise la particule s’écrit alors simplement:
G, = qF,,U" (4.15)

et n’est pas autre chose que la contraction du tenseur champ avec la vitesse de la particule.

4.1.2 Tenseur champ électromagnétique

F ., est par définition un tenseur antisymétrique de rang 2, le 4-rotationnel du potentiel (V/c, A). Il ne
dépend donc que de six coordonnées indépendantes. Les trois coordonnées spatio—temporelles forment
les composantes d’un vecteur spatial, alors que les trois coordonnées purement spatiales forment les
composantes d'un pseudo—vecteur.

On peut écrire les composantes spatio—temporelles sous la forme:

Foi = 00A; —0;Ap

1, 0A;
= U oY)
E;
= 2 (4.16)
en posant
0A
E=-VV - 5 (4.17)

Nous nommerons bien stur “champ électrique” le vrai vecteur spatial ainsi défini.
Nous pouvons de méme mettre les composantes purement spatiales du tenseur champ sous la
forme:

Fis = —B, (4.18)
Fi3 = By (4.19)
Fos = —B,, (4.20)

en introduisant le pseudo—vecteur “champ magnétique”
B=VxA (4.21)

De maniere toute naturelle, notre théorie de champ décrite par un 4—vecteur potentiel s’exprime en
fonction de deux champs et ressemble de plus en plus a I’électromagnétisme de Maxwell.
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On peut écrire F' sous forme matricielle:

0 E;/c Ey/c E./c
—E,/c 0 —-B. By

F, = _ y/c B. 0 B, , (4.22)
—E./c -B, B; 0
ou encore, sous forme complétement contravariante:
0 —E;/c —E,/c —E./c
E./c 0 -B B
FHY = v z Y 4.2
E,/c B, 0 ~B, (423)
E./c -By B, 0

L’invariance de jauge est contenue dans la définition méme du tenseur champ électromagnétique
en fonction du potentiel. L’équation du mouvement de la particule (qui a seule un sens physique non
ambigu) est inchangée si nous ajoutons au 4-potentiel un 4-gradient arbitraire (il est aisé de vérifier
que le 4-rotationnel d’'un champ de 4-gradient est identiquement nul). La transformation “de jauge”

Ay — A, +0,9 (4.24)

ou ¢ est un champ de 4-scalaires arbitraire, laisse invariante la dynamique. En exprimant cette
transformation en termes des composantes spatiales et temporelles du potentiel, nous retrouvons la
forme standard de la transformation de jauge:

A — A-VO

Vo= Vi (4.25)

Pour lever ’ambiguité sur le potentiel, nous pouvons imposer une condition de jauge supplémentaire.
Pour respecter 'invariance relativiste, cette condition de jauge se doit d’étre manifestement covariante.
La plus naturelle, la “jauge de Lorentz”, est d’imposer la nullité de la 4—divergence du potentiel:

DAM =0, (4.26)

qui s’écrit en termes des composantes spatiales et temporelles:

1dV

——+V-A=0. 4.27

c2 dt (4.27)
Notons que la jauge de I’électrostatique, ou jauge de Coulomb, V - A = 0, brise la covariance. Si elle
peut étre employée sans restriction dans un référentiel donné, elle est a proscrire quand s’imposent

des changements de référentiel.

4.1.3 Force de Lorentz

Pour nous rapprocher encore de 1’électromagnétisme sous sa forme classique, nous allons exprimer la
force tridimensionnelle subie par la particule chargée dans un référentiel donné en fonction des champs
électriques et magnétiques. En fonction du temps ¢ dans le référentiel R, I’équation de la dynamique
s’écrit: P i) J
C P
& - CaTa
ou & est I'énergie totale de la particule et p sa quantité de mouvement tridimensionnelle. En déve-
loppant le dernier terme (qui peut s’écrire simplement comme un produit matriciel) et en isolant les
composantes temporelles et spatiales, on trouve:

de
dt

) = qF,,U" (4.28)

qE - v, (4.29)
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ou v est la vitesse de la particule dans R et

C(;ll_lz =q¢(E+vxB). (4.30)
On retrouve ainsi, dans un référentiel donné, la forme standard de la force de Lorentz. On trouve
aussi que la variation d’énergie est entierement due au champ électrique. Bien str, dans ces équations,
& et p sont des quantités relativistes (€ = m~yc? et p = myv). La dynamique de la particule est donc
en général différente de la dynamique classique.

Comme la force de Lorentz est la premiere force que nous ayons explicitée dans le cadre relativiste,
nous allons, a titre d’application et d’exemple, étudier en détail le mouvement d’une particule chargée
dans un champ magnétique ou électrique uniforme, statique. Nous verrons ainsi comment la nature
relativiste du mouvement modifie la dynamique et nous pourrons jeter un regard nouveau sur la notion
de vitesse limite.

Champ magnétique uniforme

Nous nous placerons, dans ce paragraphe et le suivant, dans un référentiel particulier R et nous
abandonnerons donc la covariance manifeste. Nous considérerons le mouvement d’une particule dans
un champ magnétique B uniforme et constant.

Le champ magnétique ne modifiant pas I’énergie totale de la particule, le facteur  est une constante
et ’équation du mouvement s’écrit simplement:
dv
i
Elle est donc la méme que dans le cas non relativiste, avec la simple substitution de la masse m par ym.
En particulier, la trajectoire est une hélice admettant le champ magnétique pour axe, avec un rayon
R = m~yv/qB ou v est le module de la vitesse perpendiculaire au champ magnétique. la pulsation du
mouvement circulaire uniforme dans le plan perpendiculaire & B (pulsation cyclotron) étant:

_gB
-

ym qgv xB. (4.31)

We (4.32)

S’il n’y a pas de différence qualitative entre le mouvement relativiste et le mouvement classique, le
facteur v induit néanmoins des complications techniques dans les applications. Dans de nombreux
types d’accélérateurs, un champ magnétique est utilisé pour confiner les particules au voisinage d’une
trajectoire circulaire. Le facteur - fait que le rayon de ces trajectoires est, pour des particules ultra—
relativistes, beaucoup plus grand que ce que prédit la mécanique classique. L’encombrement de ce
type de dispositif est en partie dii & cet effet!. De plus, la fréquence des champs accélérateurs, qui doit
étre adaptée a la fréquence cyclotron, doit étre ajustée pendant toute la phase d’accélération pour
tenir compte de la variation de ce facteur relativiste.

Notons que cette “contraction” relativiste de la fréquence cyclotron peut étre mise en évidence
méme pour des électrons de tres basse énergie. Dans une tres spectaculaire série d’expériences, Hans
Dehmelt et ses collaborateurs (Université de Seattle) ont étudié des électrons confinés dans un piege
constitué d’un champ magnétique et d'un champ quadripolaire électrique (piege de Penning). Ils
ont ainsi mesuré avec une précision remarquable, sur un électron unique, le célebre “facteur gyro-
magnétique anormal”, qui constitue un test sévere de 1’électrodynamique quantique. Une des étapes
de Dexpérience est d’exciter, par un champ radiofréquence convenable, le mouvement cyclotron de
I’électron. Dehmelt a pu observer que la fréquence de résonance cyclotron se déplace avec 1’énergie
de I'électron, conformément a la loi relativiste. Les énergies mises en jeu n’étant que d’une fraction
d’électron—volt, on pourra juger de la sensibilité de ’expérience.

1Un autre effet important limite la compacité des accélérateurs: plus une particule est accélérée, plus elle perd d’énergie
par rayonnement. Nous discuterons de ce “rayonnement de freinage” dans un prochain chapitre. Pour des particules
légeres (électrons), cet effet est la principale limitation au rayon des accélérateurs. Notons aussi que les accélérateurs
linéaires échappent a ces deux types de limitations.
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Champ électrique uniforme

Nous considérerons maintenant le mouvement d’une particule dans un champ électrique uniforme et
constant. Pour simplifier ’algébre, sans trop restreindre la physique, nous prendrons comme condition
initiale une particule au repos. Le champ électrique étant par convention orienté le long de 'axe O,
il est évident que le mouvement s’effectue le long de cet axe. L’équation de la dynamique, projetée
sur Oz, s’écrit alors: ‘
md;—tm =qF . (4.33)
Dans ce cas, bien sir, I’énergie de la particule et donc le facteur v ne sont pas des constantes. On tire

de cette équation immédiatement:

Bt
vi = L2 (4.34)
m

la valeur initiale de cette quantité étant nulle par convention. Nous poserons, pour alléger les notations,
V = qEt/m (notons que V serait la vitesse de la particule si nous ne tenions pas compte des corrections
relativistes au mouvement). On déduit alors de ce qui précede:

PO (4.35)

VI+V2/c?’
qui s’intégre aisément en

mec? qgEt\?
= — 1 — ) -1 4.36
v qF * ( me ) ’ (4.36)

a condition de prendre x = 0 comme condition initiale.
Pour des temps suffisamment petits, la vitesse de la particule est faible et on peut développer
lexpression précédente au premier ordre en ¢Et/mc. On trouve alors

x = intQ , (4.37)
2m
mouvement uniformément accéléré de la dynamique classique. Aux temps longs, en revanche, x tend
simplement vers ct: la vitesse de la particule tend vers la vitesse de la lumiere, comme nous pouvions
nous y attendre. On pourra montrer, & titre d’exercice, que la rapidité de la particule continue, pour
sa part, a croitre indéfiniment. La généralisation de ce calcul a trois dimensions ne pose aucune autre
difficulté qu’algébrique.

4.1.4 Changements de référentiels pour le champ

La formulation explicitement relativiste du tenseur champ électromagnétique nous permet d’écrire
sans difficultés la loi de transformation des champs dans un changement de référentiel. Nous aurons
en effet:

FIMv (¢! = £%2P) = £H, L7, FP7 (2P) | (4.38)

ol les quantités primées sont relatives au nouveau référentiel. Le champ étant un champ de tenseur,
il est une fonction de ’événement auquel il est estimé. Il faut bien siir estimer le champ dans les deux
référentiels pris au méme événement et donc a des coordonnées spatio—temporelles qui se déduisent
les unes des autres dans une transformation de Lorentz. Dans ’expression précédente, £ peut décrire
n’importe quel élément du groupe de Lorentz le plus général.

Nous préciserons maintenant les nouvelles valeurs du champ pour une transformation spéciale de
Lorentz avec les conventions habituelles pour l'orientation des axes. Le calcul ne présente aucune
difficulté de principe. Il faut toutefois prendre garde que le produit de “tenseurs” au second membre
ne peut étre calculé directement comme un produit de leurs trois représentations matricielles. Les deux



132 CHAPITRE 4. ELECTROMAGNETISME RELATIVISTE

derniers termes correspondent en effet & une sommation sur deux indices colonne. On peut mettre le
calcul sous la forme de produits matriciels standard en effectuant les transpositions nécessaires. Apres
quelques lignes d’algebre, on arrive aux lois suivantes pour les transformations des composantes des
champs électriques et magnétiques:

E. = E, (4.39)
E, = ~(Ey—cfB:) (4.40)
E. = ~(E.+cBB,) (4.41)
B, = B, (4.42)
!/ EZ

B, = 7(By+#—>) (4.43)
B, = ’Y(Bz—ﬂ%)~ (4.44)

La transformation inverse s’obtient trivialement en changeant le signe de $2. Si, jusqu’alors, nous
n’avions fait que retrouver les caractéristiques essentielles de 1’électromagnétisme (il n’est peut-étre
plus utile de cacher que notre théorie de champ est bien I’électromagnétisme), nous obtenons ici, grace
a la formulation manifestement covariante, un résultat nouveau et fort important.

On peut obtenir une approximation galiléenne a la loi de transformation des champs en ne gardant
que lordre le plus bas en u/c dans les équations précédentes. On obtient alors, sous forme vectorielle:

E = E-Bxu (4.45)
Exu
B = B+ 2 (4.46)

4.1.5 Invariants du champ électromagnétique

On peut se poser le probleme de former des quantités 4—scalaires & partir du tenseur champ. De telles
quantités seront en effet conservées dans un changement de référentiel et constitueront des invariants
du champ électromagnétique, fort utiles. La encore, nous allons ajouter des résultats nouveaux a
I’électromagnétisme standard. Nous ne chercherons pas systématiquement tous les invariants possibles.
En fait, il n’en existe que deux qui présentent un intérét physique>.
Formons d’abord la quantité:
F, F' . (4.47)

Cette quantité est manifestement un 4-scalaire et donc un invariant du champ. Ecrivons—la en termes
des champs électriques et magnétiques pour en comprendre la signification physique. Interviennent
des composantes spatio—temporelles et des composantes spatiales. La contribution des composantes
spatio-temporelles est manifestement 2F; F% (en effet les deux termes se déduisant I'un de I’autre
par permutation des indices sont manifestement égaux en raison de 'antisymétrie de F') ou encore
—2F?/c%. De méme, les composantes spatiales font intervenir le carré scalaire du champ magnétique
et on a enfin:

2
F, FM = C—2(c232 —E?). (4.48)

La quantité ¢2B? — E? est donc un invariant du champ.
Donnons dés maintenant une application de cet invariant. Dans un référentiel R, considérons une
onde électromagnétique plane. Les modules du champ électrique et du champ magnétique sont reliés

20n notera que ces expressions ne sont pas invariantes par échange de y et z. Ceci n’est en rien contradictoire avec
la symétrie du probléeme. Echanger ces axes revient a changer I'orientation de ’espace et donc le signe de B qui est un
pseudo-vecteur.

30n montrera en particulier que le déterminant de F*¥ est proportionnel au carré de notre second invariant
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par E = c¢B. L’invariant du champ considéré est donc nul. Dans un autre référentiel, sans préjuger
de la structure du champ?, on aura aussi E' = c¢B'.
Le deuxiéme invariant que nous allons former s’écrit:

VPR, F (4.49)

ol € est le tenseur completement antisymétrique de rang 4. Rappelons rapidement que les éléments de
ce tenseur valent +1 si les quatre indices sont une permutation paire de (0, 1,2, 3), -1 si ils constituent
une permutation impaire, 0 dans tous les autre cas.

Il n’y a donc dans cet invariant que 24 termes non nuls. En fait, ces termes sont égaux 8 a 8.
Si nous considérons une permutation u, v, p,o donnée, nous obtenons en effet un terme identique en
échangeant p et v et/ou p et o (le tenseur antisymétrique et le tenseur champ concernés changent
tous les deux de signe). Il y a donc au total quatre permutations de ce type et 4 termes identiques
dans le développement de notre invariant. De plus, nous obtenons un terme identique en échangeant
la premiére paire (u,v) et la seconde (p, o). En effet les termes en tenseur champ ne changent pas.
Cette permutation des deux paires peut s’effectuer avec quatre permutations des indices. Elle ne
change pas non plus la valeur du tenseur antisymétrique. Ensuite, les opérations de permutations a
I'intérieur des paires ainsi permutées peuvent étre effectuées sans changer la valeur. Nous introduisons
ainsi quatre nouvelles permutations des indices donnant la méme valeur. Au total, il y a donc 8
termes identiques. Comme nous n’avons manifestement que 24 termes non nuls, il n’y a que trois
termes différents, correspondant & un ensemble d’indices (par exemple 0,1,2,3) et aux deux maniéres
d’échanger un terme de la premiére paire et un terme de la deuxiéme (dans ce cas 2,1,0,3 et 3,1,2,0).
Le calcul de ces trois termes est alors trivial & partir de l’expression de F' (e valant +1 pour la premiére
permutation et -1 pour les deux autres). On trouve finalement:

PR, F,y = —8E-B/c, (4.50)

un résultat particulierement simple.

Le produit scalaire des champs électriques et magnétiques est donc invariant dans un changement
de référentiel (bien str, cette invariance pourrait étre établie, de manieére assez pénible, directement
a partir des lois de transformation). Donnons tout de suite une application de cette propriété. Dans
un référentiel, considérons une onde plane. E et B sont alors perpendiculaires et leurs modules sont
dans un rapport c. Dans un autre référentiel, ils sont donc encore perpendiculaires avec des modules
dans un rapport c.

4.1.6 Premier groupe d’équations de Maxwell

Il nous reste & tirer parti du fait que le temseur champ est le rotationnel du potentiel. A trois
dimensions, cette propriété impliquerait la nullité de sa divergence. Nous allons maintenant établir
la propriété correspondante a quatre dimensions. En écrivant cette propriété en termes des champs
électriques et magnétiques, nous établirons des relations différentielles entre eux qui ne seront autres
que les deux équations de Maxwell homogenes. Nous avons donc

F,,=0,A -0,A, . (4.51)
On en déduit immédiatement:
0,F, = 0,0,A, —0,0,A,
8#pr = 8u8y¢4p - 8u8p.’4y

4Qui se trouve étre également une onde plane.
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En remarquant que les dérivées secondes croisées du potentiel sont égales, et en faisant la somme de
ces trois équations, on obtient immédiatement:

Cette équation est une conséquence directe du fait que le champ dérive d’un potentiel (c’est d’ailleurs
une condition nécessaire et suffisante).

Pour en comprendre la signification physique, écrivons cette équation en termes des champs
électriques et magnétiques. Remarquons d’abord que, s’il y a a priori 64 équations possibles, seules
4 ne sont pas triviales. Si les trois indices sont identiques, tous les F' sont nuls et ’équation est un
truisme. Si deux indices sont égaux (par exemple p = ), ’équation se réduit a 0, (F,, + Fou) = 0,
une tautologie en raison de 'antisymétrie de F. L’équation n’est non triviale que si les trois indices
sont différents et il ne reste donc que quatre équations indépendantes.

La premiere correspond aux indices 1,2,3. Elle s’écrit:

01F93 + 03F12 + 02F31 =0, (4.54)
soit encore
V-B=0. (4.55)
On montrera de méme que les trois autres équations peuvent se résumer, sous forme vectorielle, par:
0B
VXE=——. 4.56
5 (4.56)

Nous retrouvons donc ainsi les équations de Maxwell homogenes, qui sont équivalentes a ’existence
d’un potentiel scalaire et d’un potentiel vecteur.

4.2 Champ en fonction des sources

Nous allons maintenant établir les équations qui relient le tenseur champ & ses sources, c’est a dire
au mouvement des particules chargées. Dans le paragraphe précédent, nous nous intéressions au
mouvement d’'une particule unique. Les variables dynamiques du probleme étaient donc la position
et 'impulsion de la particule, situation habituelle en mécanique analytique. Dans tout ce chapitre,
conformément a notre programme initial, nous supposerons imposées les dynamiques des particules
(c’est-a-dire le courant) et nous ne nous intéresserons qu’a la dynamique du champ. Les variables
dynamiques sont donc les valeurs du potentiel ou des champs en tous points de I’espace et a chaque
instant. Il nous faudra donc adapter nos techniques variationnelles pour des variables dynamiques
continues. En particulier, nous n’écrirons plus l'action en termes de lagrangien mais d’une densité de
lagrangien que nous intégrerons sur tout ’espace et sur le temps pour obtenir ’action. Il nous faudra
aussi réécrire ’action d’interaction comme l'intégrale sur tout ’espace d’une densité de lagrangien qui
devra faire intervenir le 4-vecteur courant au lieu des positions et vitesses individuelles des particules.

Le fait que nous traitions de plusieurs particules pose une difficulté technique immédiate. Pour
obtenir les équations du mouvement d’une particule unique, nous avons intégré le lagrangien entre
deux événements limites relatifs a cette particule. Nous ne pouvons définir de fagon aussi simple
les bornes d’intégration si nous considérons plusieurs particules qui ne partagent pas le méme temps
propre. Pour éviter toute difficulté ou le recours a un formalisme complexe nous éluderons le probléme
en nous plagant, pour un temps, dans un référentiel donné R. Dans ce référentiel, le temps est bien
défini, et nous pourrons intégrer la densité de lagrangien entre deux instants de référence. Nous
n’aurons a manipuler que des intégrales d’espace et de temps sous forme habituelle. En abandonnant
ainsi la covariance manifeste, nous risquons bien sir d’obtenir des équations de Lagrange qui ne seraient
pas des invariants relativistes. Nous verrons qu’il n’en sera heureusement rien: les équations que nous
obtiendrons dans un référentiel donné s’écriront en termes de quantités explicitement covariantes, et
seront donc valables dans n’importe quel référentiel.
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4.2.1 Interaction champ—courant

Nous allons, dans ce premier paragraphe, réécrire 'action d’interaction en termes du courant macro-
scopique. Nous considérons un ensemble de particules chargées ponctuelles, dont le mouvement est
imposé, que nous indicerons par un indice a entre parenthéses, pour éviter toute confusion entre cet
indice qui numérote simplement les particules et un indice relativiste en position covariante.

Le 4-vecteur courant J* peut donc s’écrire: J* = (cp, j), avec:

p = Zq o(r —r(q)) (4.57)
j = Zq )O(r —10) , (4.58)

OU G(a)T(a) €6 V(q) sont respectivement la charge, la position et la vitesse de la particule a. En
généralisant 'action d’interaction introduite au paragraphe précédent, on écrira:

Stnteraction = Zq a)/ A a) U“dT( ) s (4.59)

ou z”(,) est la position de la particule a. %, et ¢, sont les instants dans R ou nous spécifierons
les conditions initiales imposées au champ. 7, est le temps propre de la particule «, qui peut étre
paramétré lui méme par le temps ¢t du référentiel R dans lequel nous nous sommes placés. En raison de
la “dilatation des temps”, d7(q) = dt / Y(a) OU Y(a) est le facteur de dilatation relativiste calculé a chaque
instant avec la vitesse de la particule a. En substituant cette expression dans ’action d’interaction et
en explicitant enfin les composantes temporelles et spatiales, on trouve:

ty
Stnteraction = _/t dt [Z A#(x(a)y)(qm)cv Q(a)v(a)) . (4.60)

Notons que I’équation précédente, qui mélange notations d’Einstein et séparation des parties tem-
porelles et spatiales constitue un abus de notations manifeste. Dans cette expression, le potentiel est
a évaluer a I’endroit ou se trouve la particule . Pour mettre ’expression précédente sous la forme de
I'intégrale d’une densité de lagrangien, on peut écrire:

Au(m(a)”) = / dv Aﬂ(ct,r)é(r — I‘(a(t))) , (4.61)

Iintégrale portant sur tout I’espace. On a alors:

STnteraction = _A dt / av [ 9(0)C 4(a) (a))d(r —TI'(a) (t)) -A,u(Cta I‘) (4'62)
On reconnait, entre les crochets, I'’expression du 4-vecteur courant. On a donc finalement:

123
SInteraction = /; dt / av EInteraction (4'63)
ou la densité de lagrangien d’interaction s’exprime par:
‘CInteraction = _A,uJ'u . (4'64)

Bien que nous ayons établi cette expression dans un référentiel donné, elle est manifestement un
4—scalaire et est donc correcte dans tous les référentiels.
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4.2.2 Lagrangien du champ

Il nous faut maintenant postuler I'expression de la densité de lagrangien pour le champ libre. Nous
allons choisir bien sir une quantité qui soit manifestement un 4-scalaire. Il faudra de plus qu’elle
soit invariante de jauge et donc qu’elle ne s’exprime en définitive qu’en fonction du tenseur champ et
non du potentiel. Enfin, il faudra que ce soit une quantité quadratique dans le champ. Une densité
de lagrangien est en effet homogene a une densité d’énergie qui doit étre une fonction quadratique
des variables dynamiques. Les deux invariants scalaires du champ que nous avions construits au
paragraphe précédent remplissent tous deux ces conditions. Le second, équivalent au produit scalaire
des champs électriques et magnétiques, ne semble pas convenir. On ne voit pas, en particulier, comment
il pourrait décrire de fagon convenable une situation purement électrostatique. Seule 'autre invariant
est convenable et nous postulerons que la densité de lagrangien pour le champ libre peut s’écrire:

1
‘CChamp Libre = _mFuuFlw ) (4.65)

ol g est a priori une constante dimensionnelle telle que la densité de lagrangien ait la dimension
d’une densité d’énergie. L’action totale intégrée entre les instants t, et t; s’écrit donc:

tp 1 5
S = Sparticules Libres T /t dt / av [_Auj'u - 4—MFMI/F# . (4.66)

Dans cette expression, ’action des particules libres est une simple constante, puisque leur dynamique
est imposée.

4.2.3 Equations de Lagrange

Pour établir les équations de Lagrange, nous allons considérer, entre les deux instants de référence
t, et tp, deux histoires possibles du champ. L’une, qui sera la “trajectoire effectivement suivie”,
autrement dit la solution des équations de Lagrange, correspondra, & chaque instant, au potentiel A,,.
L’autre, infinitésimalement différente, correspondra au potentiel A, +4d.A4,,. Pour assurer que le champ
vrai et le champ varié obéissent aux mémes conditions aux limites, nous imposerons a ’accroissement
infinitésimal § A de s’annuler, en tous points de I'espace, en t, et en t,. Nous allons ensuite exprimer la
variation de ’action due a cette variation du potentiel en tous points de ’espace a chaque instant. En
exprimant que cette variation est nulle au premier ordre dans 'accroissement, quel que soit celui-ci,
nous obtiendrons une relation qui devra étre vérifiée par le champ en tous points, a tout instant. Ce
raisonnement généralise de facon évidente & un ensemble continu de variables dynamiques celui que
nous avons déja utilisé fréquemment pour un nombre fini de degrés de liberté.

La trajectoire des particules étant imposée, le courant ne doit pas étre varié et la variation de
I’action totale, s’écrit donc:

ty
58 = — / dt / v [5(AM>JH+L5(FWFW)} . (4.67)
la 4#0

On a de maniere évidente:

O(F W FH) = 2(0F ) FH . (4.68)
En exprimant ensuite 6/, en termes du potentiel, on a:
tp 1 1
58 = — / dt / v [5(AM)J“ + 6, — —F‘“’ayéAM] . (4.69)
ta 2410 2po

En permutant les deux indices muets du terme central, et en utilisant ’antisymétrie de F', on constate
que les deux derniers termes dans l'intégrale sont égaux, et que donc:

t
55 = — / " dt / v {5@4“)%— %F“”@VcSAM] . (4.70)
ta 0
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Considérons le deuxiéme terme dans l'intégrale. A un facteur 1/c pres, il s’agit de l'intégrale
d’espace temps d’une quantité scalaire. Le volume d’intégration ) est ’ensemble de ’espace a trois
dimensions pris entre les instants ¢, et ¢;. En utilisant le théoreme d’Ostrogradski pour les intégrales
quadridimensionnelles, on peut réaliser sur ce terme une intégration par parties. En posant d) =
cdtdV on a en effet:

/CMPW@ﬁAuz/jwmAwﬁy—/cM(mFWWA“ (4.71)
v S %

la surface S, a trois dimensions, étant la frontiere du volume V et dS, I’élément différentiel de cette
surface. Cette surface est constitué de ’ensemble de I’espace pris a l'instant initial ¢,, de la sphere
de l'infini (une spheére de rayon R, dont on prend la limite pour R — oc0) & tous les instants entre
t, et tp et a nouveau de tout ’espace a l'instant final ¢;. L’accroissement du potentiel est nul aux
instants limites en tous points de ’espace. Il est nul aussi, ainsi que tous les champs physiques,
en tous points de la sphére de l'infini & chaque instant. L’intégrale de surface dans ’expression
précédente est donc identiquement nulle. Notons que nous retrouvons ici, sous une forme un peu plus
complexe, l'intégration par parties a laquelle nous devons toujours procéder pour établir les équations
de Lagrange.
L’accroissement de I'action s’écrit donc finalement:

t
w:—/bﬁ/ﬁVLW+%&ﬂﬂ&%. (4.72)
ta 0

Elle ne peut étre nulle quel que soit ’accroissement du potentiel que si le champ entre crochets est
identiquement nul. Les équations de Lagrange déterminant le champ en fonction des sources s’écrivent
donc simplement:

O, FFY = —poJ* | (4.73)

ou encore

8, FM = g J” (4.74)

en exploitant les propriétés de symétrie du tenseur champ.

Dans tout ce raisonnement, nous avons abandonné la covariance manifeste en nous plagant dans un
référentiel donné. En revanche, les équations obtenues ne font intervenir que des quantités covariantes.
Elles sont donc tres générales, et valables dans tout référentiel galiléen.

Nous pouvons maintenant écrire simplement ces équations en termes du potentiel. En reportant
Pexpression de F', nous avons:

DO A — B, 0" A = g . (4.75)

Si nous imposons au potentiel vecteur d’obéir & la condition de Jauge de Lorentz 9,4" = 0, le
deuxiéme terme s’annule (on permutera les dérivées partielles pour le constater). L’équation aux
potentiels s’écrit alors:

0,01 AY = poJ” . (4.76)

L’opérateur différentiel n’est autre que le carré de la norme du gradient: c’est le 4-laplacien ou encore
le d’alembertien.
4.2.4 Equations de Maxwell

Pour mettre ces équations sous une forme plus familiere, nous allons les exprimer en termes des champs
électriques et magnétiques. La partie temporelle de cette équation vectorielle s’écrit en effet:

A, F% = —pgep (4.77)

ou encore
V-E = puc’p = p/eo (4.78)
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en posant évidemment egpugc® = 1.
Les trois composantes spatiales se mettent de leur coté évidemment sous la forme:

V xB = |:j + 6088—]?] . (4.79)

Les équations aux potentiels, pourvu que ceux-ci obéissent a la Jauge de Lorentz, se mettent sous la
forme:

(JA = i (4.80)
OV = sla. (481)

ot [ ] est l'opérateur d’alembertien (1/c*)8?/0t* — A, A étant le laplacien.

Les équations de Lagrange décrivant le champ en fonction des charges sont donc bien les équations
de Maxwell faisant intervenir les courants. Si on y ajoute les équations de Maxwell homogenes et les
équations de Lagrange pour la dynamique des particules qui sont équivalentes a la force de Lorentz
on peut déterminer complétement, au moins en principe, la dynamique couplée des particules et du
champ. L’électromagnétisme de Maxwell, formulé en termes explicitement covariants, n’est donc que
la théorie de champ la plus simple qui soit décrite par un champ de vecteurs. La structure a deux
champs de la théorie de Maxwell est une conséquence immédiate de la nature antisymétrique du
tenseur exprimant le rotationnel du potentiel. En fait, ’électromagnétisme de Maxwell, sous sa forme
standard, est déja écrit en termes explicitement relativistes ce qui le rend bien siir incompatible avec la
cinématique classique. La découverte des équations de Maxwell aurait été une conséquence immédiate
de celle de la relativité. Mais il fallait bien les difficultés soulevées par I’électromagnétisme de Maxwell
pour qu’on songe a mettre en doute la mécanique Newtonienne, parfaitement vérifiée par ailleurs.

4.3 Energie—impulsion du champ

Le champ électromagnétique doit posséder une densité d’énergie. Energie et quantité de mouvement
n’étant que deux aspects du méme 4—vecteur impulsion, il doit aussi exister une densité de quantité de
mouvement pour le champ électromagnétique. Enfin, le champ électromagnétique obéissant, comme
les particules matérielles, aux grandes propriétés de symétrie par translation dans l’espace ou dans
le temps, ces densités d’énergie et d’impulsion, associées a celles des particules, doivent obéir a des
lois de conservation. Nous allons, dans ce paragraphe, définir les densités d’énergie et d’impulsion
et établir leurs équations bilan, c’est-a-dire étudier leur propagation. Nous pourrions partir de la
formulation lagrangienne de 1’électromagnétisme et appliquer les grandes lois de symétrie pour établir
la forme de ces densités, comme nous ’avions fait pour une particule libre. Nous nous contenterons en
fait de postuler la forme d’un tenseur rassemblant ces quantités, d’établir ses propriétés et d’identifier
les différents termes. Cette approche est beaucoup moins satisfaisante qu'une approche a partir des
premiers principes, mais elle est beaucoup plus compacte.

Pour ce qui est du bilan d’énergie du champ électromagnétique, nous allons bien siir retrouver des
résultats bien connus sur la densité d’énergie du champ électromagnétique et sa propagation décrite
par le vecteur de Poynting, dont le flux décrit le transport d’énergie a travers une surface. Nous ne
ferons que rappeler trés brievement les propriétés essentielles de ces quantités. Pour la quantité de
mouvement, nous obtiendrons en revanche des résultats nouveaux. Nous établirons la forme d’une
densité (bien str vectorielle) de quantité de mouvement & trois dimensions. Le transfert d’impulsion
a travers une surface s’écrira comme le flux d’une quantité tensorielle de rang 2.

4.3.1 Tenseur énergie—impulsion

Posons

1 1
6°7 = I G E A FN 4 2g P F ) FrA (4.82)
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Nous nommerons, pour des raisons qui apparaltront dans un instant, ce tenseur de rang 2, écrit ici
sous sa forme doublement contravariante, le tenseur d’énergie impulsion du champ (“stress tensor”
dans la littérature anglo-saxonne). Il s’agit d’un tenseur symétrique. La symétrie du deuxiéme terme
du crochet est manifeste. Pour vérifier celle du premier terme, nous écrirons:

gﬂ"F,MFM _ F/\anﬂ)\ _ F)\(XF’B’\
FO\FM = gorF \FAP (4.83)

On a donc bien %7 = gh«,

Pour nous convaincre de la possible utilité de ce tenseur, nous allons ’écrire en fonction des
champs électrique et magnétique. Le deuxieéme terme est le produit du tenseur métrique, diagonal,
par linvariant 2(B? — E?/c?), densité de lagrangien du champ électromagnétique. Le premier terme
fait intervenir F,\F A qui se calcule comme un produit matriciel ordinaire. L’action du tenseur
métrique est de changer le signe de toutes les lignes ayant un indice spatial dans la représentation
matricielle obtenue. En regroupant avec le second terme et apres quelques manipulations élémentaires,
on peut écrire le tenseur énergie—impulsion sous la forme:

u /e Iy/c II./c

I, /c
g8 = | * , 4.84
I, /c (T) (484)
I, /c
ou ) )
EQE B
_ L 4.
u 5 + 270 (4.85)
et ExB
m=-"2 (4.86)
Ko

On reconnaitra bien sir ici la densité d’énergie électromagnétique et le vecteur de Poynting.
T est un tenseur purement spatial de rang 2, que nous nommerons “tenseur de Maxwell”. L’ex-
pression de ses composantes est:

B2

E? 1
Tij =€ |5 0ij — EiEj| + — | —-0i; — BiBj| , (4.87)

2 Ho

2

ou les §;; sont simplement les symboles de Kronecker. Notons ici que nous faisons une entorse sérieuse
a nos conventions de notations. Quand il nous arrivera de manipuler une quantité, vectorielle ou
tensorielle qui soit uniquement relative a l’espace ordinaire & trois dimensions, nous placerons tous les
indices en position basse, en appliquant donc avec précautions la régle de sommation sur les indices
répétés. Notons enfin que pour un tenseur spatial les composantes completement contravariantes et
compleétement covariantes coincident. Nous allons interpréter plus tard la signification physique de ce
tenseur.

4.3.2 Lois de conservation. Interprétation

Si 0 est associé a la propagation de I’énergie et de la quantité de mouvement, il doit vérifier des
équations locales de conservation qui font intervenir sa divergence (on se souviendra de 1’équation
locale de bilan d’énergie qui fait intervenir la dérivée temporelle de u et la divergence de I, qui sont
rassemblées dans la 4—divergence de la premiere ligne de #). Nous allons donc calculer le 4-vecteur

Da0P (4.88)
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En remarquant que les tenseurs métriques ne se dérivent pas, et que leur seule action est d’élever
I'indice des dérivations, on met ce terme sous la forme:

0,07 = i [aﬂ (FurF?) + iaﬂ (Fu,\F’“)] . (4.89)

Le dernier terme peut s’écrire:

(0P F 1)) FH 4 F\0P N (4.90)
Ces deux termes sont manifestement égaux (il suffit d’élever et d’abaisser les mémes indices pour
passer de 'un a 'autre). En développant également le premier terme de la divergence, on a donc:

9o’ = Mi [(B”FMA)F’\*B + Fun(0MF) + %Fw(aﬁFﬂ’\)} : (4.91)
0

Le premier terme dans le crochet peut se transformer en utilisant les équations de Maxwell OFF ),y =
o x- Apres une transformation triviale, on a donc:

1
0P — J\FN = —F,\ [9HFN 4 gu A8 1 9O | | 4.92
2p0 "

ol nous avons artificiellement séparé un terme en deux. Les deux derniers termes du crochet peuvent
s’écrire —OMFPH = 9 FHB en utilisant les équations de Maxwell homogeénes. On a finalement:

0a0°8 — J\F — %F,M (04 P 4 P (4.93)
0

Le second membre de cette équation est la contraction d’un tenseur antisymétrique en u, A avec un
tenseur de rang 3, symétrique en p, A. Cette contraction est manifestement nulle. En écrivant le
tenseur de rang 3 K**3 on a en effet F K pAB = F anK AB  puisque les noms des indices muets sont
indifférents. De plus, en raison des propriétés de symétrie des tenseurs, ces deux termes égaux sont
opposés. Ils sont donc bien nuls. Finalement, on a

DafP = —FPATy | (4.94)

une équation 4—vectorielle. Pour en interpréter la signification physique, nous allons en écrire séparé-
ment la composante temporelle et les composantes spatiales et exprimer ces quantités en fonction des
densités d’énergie, vecteur de Poynting et tenseur de Maxwell.

Composante temporelle: conservation de 1’énergie
La composante temporelle § = 0 s’écrit simplement:
0a0°0 = —FOrJ, . (4.95)

Il est facile de vérifier que FO*Jy = j-E/c. En regroupant les termes, on trouve ’équation scalaire:

. ou

J-E—FE—FV-H:O. (4.96)
Nous retrouvons ici ’équation de conservation de ’énergie électromagnétique que I'on établit dans les
cours élémentaires a partir des équations de Maxwell. Rappelons que j - E est la densité de puissance
cédée par le champ & la matiere®. On peut écrire une équation bilan globale en intégrant I’équation

précédente sur un volume V bordé par une surface fermée S. On a alors:
d
/j-EdT+—U+/H-dS:(), (4.97)
% dt S

ot U = [, u est I'énergie électromagnétique totale dans le volume V. On trouve donc que la dérivée
de I’énergie électromagnétique par rapport au temps est égale a 'opposé de la puissance totale cédée
a la matiere plus le flux entrant du vecteur de Poynting a travers S. Le vecteur de Poynting décrit
donc bien le transport d’énergie électromagnétique.

5Cette expression est, comme nous I’avons vu plus haut, correcte méme si le mouvement des particules est relativiste.
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Composantes spatiales: conservation de la quantité de mouvement

En remarquant que F'AJy = —[pE; + (j x B);] = —f; n’est autre, au signe prés, que la composante i de
la densité de force de Lorentz f, on met les composantes spatiales de notre équation de conservation
sous la forme:

d
-£+T+V-T:O, (4.98)
ol la notation V - T désigne le champ de vecteurs 0;7;;. Nous avons posé ici
I1

Pour dégager plus précisément le sens physique de cette équation, nous l'intégrerons, comme dans
le cas de I’énergie, sur un volume V bordé par une surface fermée S. On obtient alors:

dP,, dG

—+—+ [ T-dS=0, 4.100
dt dt /5 ( )

ou la notation “produit scalaire” T - dS désigne la contraction du tenseur T~ avec le vecteur élément

de surface. Nous avons posé:

dP.,
M _ f. 4.101
— /V (4.101)

Ce terme représente donc la variation temporelle de la quantité de mouvement de toutes les particules
matérielles contenues dans V. Il est alors facile d’interpréter le terme dG/dt avec

G:Ag (4.102)

comme la variation dans le temps de la quantité de mouvement totale du rayonnement électromagné-
tique. Le champ g représente alors simplement la densité locale de quantité de mouvement du champ.
Le bilan de quantité de mouvement apparait alors de manieére transparente si nous interprétons le
dernier terme de ’équation (4.100) comme la quantité de mouvement sortant par unité de temps du
volume V. Cette quantité de mouvement, vectorielle, apparalt bien comme le flux a travers S d’une
quantité tensorielle.

Nous venons bien d’établir ici le bilan de quantité de mouvement pour ’ensemble du champ et des
particules chargées. Notons que, comme dans le cas du bilan d’énergie, on peut établir cette équation
bilan a partir des équations de Maxwell et de la force de Lorentz. On pourra s’en convaincre aisément
a titre d’exercice. Il suffit d’écrire la densité de force de Lorentz f en remplacant p et j par leurs
expressions en termes de E et B extraites des équations de Maxwell. Des manipulations algébriques
peu agréables permettent alors de mettre le résultat sous la forme de la somme d’une dérivée partielle
par rapport au temps et d’une divergence de quantité tensorielle. Une simple identification redonne
alors les équations précédentes.

Notons que la quantité de mouvement du champ électromagnétique est simplement, a un facteur
dimensionnel pres, le vecteur de Poynting qui décrit le déplacement de 1’énergie électromagnétique.
Nous pouvons, qualitativement, comprendre ce résultat en termes de photons. Nous avons déja évoqué
le fait que le rayonnement se comporte tout autant comme le phénomene ondulatoire que nous traitons
ici que comme un flux de particules de masse nulle, d’énergie hv, ou h est la constante de Planck et
v la fréquence du rayonnement que nous supposerons pour un moment monochromatique. Le vecteur
de Poynting décrit alors le flux de photons. Chaque photon se déplacant a la vitesse ¢, la densité
numérique de photons N devra étre de lordre de (1/hv)II/c (nous préciserons cette discussion treés
qualitative au prochain paragraphe dans le cas tres simple de 'onde plane). L’impulsion de chaque
photon (de masse nulle) étant hv/c, la densité d’impulsion est Nhv/c = II/c®. On retrouve bien
I’expression de g.
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Figure 4.1: La force de Coulomb entre deux charges ponctuelles par le bilan de quantité de mouvement. Deux charges
opposées sont disposées symétriquement par rapport au plan zOy. Le champ résultant est, sur ce plan, parallele & Ox.

On établit le bilan d’impulsion dans le demi-espace x > 0, limité par la surface S.

4.3.3 Applications
Un probléme d’électrostatique

Nous allons appliquer les bilans d’énergie—quantité de mouvement a quelques situations simples. Nous
allons d’abord montrer que ’équation bilan de quantité de mouvement contient simplement la force
de Coulomb. Ce calcul montre que ces équations bilans peuvent présenter un intérét en dehors des
phénomenes purement propagatifs. La figure 4.1 illustre notre probleme. Deux charges g et —¢q sont
situées sur 'axe Ox en —a et a respectivement. Il n’échappera a personne que le calcul direct de la
force de Coulomb entre ces particules ne présente aucune difficulté. Nous allons aborder ce probleme
par une voie un peu plus difficile. Ecrivons ’équation bilan de quantité de mouvement pour le volume
V correspondant au demi-espace x > 0. Dans tout ce volume, le champ magnétique est nul. La densité
de quantité de mouvement du champ est donc nulle. La variation de la quantité de mouvement de la
matiere, dP,,/dt, est simplement celle de la charge —q et coincide avec la force de Coulomb F subie
par cette charge. Notons que le systéme de charges en ’absence d’autres forces n’est manifestement
pas en équilibre. On peut donc écrire la force de Coulomb sous la forme:

F=— . . 4.1
/ST ds (4.103)

La surface S bordant le volume V est simplement constituée du plan x = 0 et d’une demi sphere a
I'infini. Le champ total étant & grande distance celui d’un dipéle, il décroit avec la distance R comme
1/R3. Le tenseur de Maxwell, proportionnel au carré du champ, décroit comme 1/R®. L’intégrale sur
la demi sphere de 'infini est donc nulle. Sur le plan médiateur, le champ électrique est dirigé selon
u,: E = E(p)u,. Son module & une distance p de 'axe vaut E(p) = (q/2me0)a/(a + p?)3/2. 1l est
facile alors de montrer que, dS étant orienté selon x, la seule composante du tenseur de Maxwell qui
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joue un réle est Tpx = —egE(p)2/2. Le flux de T sur S se calcule alors par une intégration triviale
en coordonnées polaires. On en déduit la force de Coulomb, orientée selon —z, dont le module a bien
str la valeur requise. Cet exercice facile d’électrostatique nous fait comprendre I'intérét des équations
bilans d’impulsion, méme dans un cas ou il n’y a pas d’effets propagatifs.

Cas de ’onde plane monochromatique

Nous allons maintenant écrire les bilans d’énergie et de quantité de mouvement dans le cas beaucoup
plus important de ’onde plane. Nous allons en particulier pouvoir préciser nos interprétations en
termes de photons.

Nous considérons donc une onde plane monochromatique, polarisée linéairement. Elle se propage
selon Oz, le champ électrique est aligné selon Oz. La pulsation de ’onde est w. Les champs électriques
et magnétiques s’écrivent donc:

E = Eyu,cos(kz — wt) (4.104)
E
B = —Ouy cos(kz — wt) (4.105)
c
avec w = ck Le vecteur de Poynting est alors dirigé selon u, (I’énergie se propage manifestement dans

cette direction) et vaut:
IT = ¢ocE2 cos®(kz — wt)u, . (4.106)

On ne s’intéresse souvent qu’a la moyenne temporelle de ce vecteur (les oscillations a la fréquence 2w
n’étant pas détectables, le plus souvent, dans des mesures énergétiques). On a bien sir:

— E?
M — 6020C ; (4.107)
La valeur moyenne de la densité d’impulsion est donc:
eoE?
g = 0200 u, (4.108)

La densité d’énergie électrique est égale a la densité d’énergie magnétique. La densité d’énergie
électromagnétique instantanée s’écrit donc:

u = eEp cos®(kz — wt) | (4.109)
et sa valeur moyenne vaut:
EoEg
u= (4.110)
2
On remarque immédiatement que
T
u o= — 4.111
u . (4.111)
u
g = —. 4.112
g . (4.112)

Nous pouvons comprendre quantitativement ces relations importantes en termes de densité numérique
de photons. Si nous avons N photons par unité de volume, la quantité moyenne d’énergie traversant
par unité de temps une surface d’aire S perpendiculaire a ’axe de propagation sera égale d’une part
a IIS et d’autre part & %cS (en un laps de temps dt un “volume” d’onde égal & cdtS “traverse” la
surface). On obtient ainsi la premiere relation: @ = II/c. La densité numérique N de photons est
N =7/hw. La densité d’impulsion NAw/c est donc bien @/c.
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Exprimons enfin le tenseur de Maxwell. Les écritures ne présentent aucune difficulté. On trouve
que seule la composante 7., est non nulle et vaut précisément u (en valeur instantanée et donc
aussi en valeur moyenne). L’onde transmet donc dans la direction z une quantité de mouvement
elle aussi alignée dans la direction z. Précisons ce bilan d’impulsion en considérant le cas d’un di-
aphragme parfaitement absorbant d’aire S perpendiculaire a I’axe Oz. Le seul effet de ce diaphragme
est d’annuler 1'onde incidente immédiatement derriére lui (a plus grande distance, la diffraction par
les bords du cylindre jouera un roéle et le champ électromagnétique ne sera pas exactement nul dans
I’ombre géométrique du disque.

Considérons donc un volume YV limité par une surface S entourant immédiatement le diaphragme.
En premiere approximation, on pourra considérer que le champ est nul sur la “face arriere” de S
et que le champ sur la face “avant” est celui de 'onde plane non perturbée (c’est sans doute une
approximation correcte si le diaphragme est parfaitement absorbant. C’est grossierement faux s’il est
réfléchissant. Nous laissons au lecteur le soin d’examiner ce dernier cas).

Ecrivons le bilan de quantité de mouvement pour le volume V. Comme le volume de V, qui entoure
exactement le diaphragme est négligeable, la variation de la quantité de mouvement du champ est
nulle. La variation de la quantité de mouvement de la matiere doit étre égale a la force F' subie par le
diaphragme. Cette force est donc égale a I'opposé du flux sortant du tenseur de Maxwell. Le flux est
nul partout sauf sur la surface avant du diaphragme. Il vaut alors simplement —u.S. La force subie

par le diaphragme est donc finalement
F = uSu, . (4.113)

L’onde électromagnétique exerce donc sur le diaphragme une pression p (la force est proportionnelle
a la surface). Cette pression p est égale a la densité d’énergie du champ:

p=u (4.114)

(cette relation tient entre valeurs instantanées, mais n’a d’intérét qu’entre valeurs moyennes). En
quelque sorte, nous écrivons la une équation d’état pour le rayonnement électromagnétique. On
pourra se convaincre, la encore, que cette pression s’interprete en termes de collisions inélastiques des
photons incidents avec le diaphragme.

Cette pression de radiation a de nombreuses manifestations. Notons tout d’abord qu’elle est en
général assez faible. Si nous considérons, par exemple, un faisceau laser transportant 1W sur une
surface de 1 mm?, le vecteur de Poynting moyen vaut évidemment 10° W/mm?, la densité d’énergie et
donc la pression valent 3.1073 Pa. Méme si la puissance est importante, la densité d’énergie est petite,
parce que la vitesse de propagation est grande. Si faible soit elle, la pression de radiation permet de
faire léviter des particules suffisamment petites dans un faisceau laser. Le poids d’une particule de
rayon r est en effet proportionnel & 72 alors que la force de pression de radiation varie comme 2. Pour
r suffisamment petit, la pression de radiation I’emporte. En appliquant ce raisonnement & la pression
de radiation du rayonnement solaire, on trouve que des particules suffisamment petites doivent étre
éjectées du systeme solaire. La taille limite se trouve étre indépendante de la distance R au soleil.
Pression de radiation et force de gravitation varient en effet toutes deux comme 1/R?. Avec l'ordre
de grandeur de la puissance du rayonnement solaire (1.5 kW/m?) et de l'accélération de pesanteur
solaire au niveau de la terre (1072 g), on trouve que des particules de rayon inférieur & 0.1 um sont
éjectées. Notons que, dans un modele réaliste, il faudrait tenir compte aussi des collisions avec les
particules chargées constituant le “vent solaire”.



