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Chapitre 1

Introduction : I’échelle microscopique

La science que nous allons effleurer permet de faire le lien entre les mondes macroscopiques
et microscopiques. A notre échelle, macroscopique, on peut définir ’état (ou macroétat) d'un
systeme en se donnant les valeurs de toutes ses variables thermodynamiques indépendantes :
pour le gaz parfait, il suffit de fixer trois termes parmi la pression P, le volume V, la température
T ou le nombre de particules N.

Un corps macroscopique est constitué d’un ensemble extrémement grand de composants élémentaires
(particules) tels que les atomes, les molécules, les électrons, les nucléons ... Au niveau de ces
constituants, on étudie le systeme a 1’échelle microscopique. Les constituants élémentaires des
corps

— sont extrémement petits : leurs propriétés sont souvent dominées par les phénomenes

quantiques

— sont extrémement nombreux : on ne peut les traiter individuellement, mais comme éléments

particuliers d’un ensemble aux propriétés plus globales
A un instant donné, les particules d’'un systeme sont dans une certaine configuration qu’on
appelle micro-état. 1l est impossible de déterminer le micro-état d’un systeme macroscopique :
en effet, pour une mole de gaz (N particules), il faudrait connaitre 3N positions et 3N vitesses...
Voyons quelques exemples.

1.1 L’atome d’hydrogene

Un atome d’hydrogene est un systeme constitué d’un proton et d’un électron qui inter-

agissent par 'intermédiaire d’une force coulombienne attractive. Dans une image classique, les
deux particules tournent autour du centre de masse de I’atome, mais le proton étant 1836 fois
plus lourd que l’électron, il est raisonnable d’approcher que le nucléon est immobile et que
I’électron tourne autour de lui. Ce sont donc les caractéristiques de son mouvement, a lui et a
lui seul, qui vont déterminer les propriétés chimiques de cet élément, et on est ramenés a I’étude
d’une seule particule, ’électron.
Dans cet exemple tres simple, I’énergie potentielle de 1'électron est de nature coulombienne,
définie a une constante pres que 1’on supposera nulle de maniere a annuler cette énergie lorsque
proton et électron sont infiniment éloignés. Cette énergie devient de plus en plus négative a me-
sure que les deux corps se rapprochent. L’énergie totale £ (cinétique et potentielle du systeme)
peut refléter deux cas :
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—si E > 0, on a un ¢état de diffusion comme on peut I'observer lors de la collision d'un
électron sur un proton. F peut varier de facon continue et prendre toutes les valeurs
possibles comprises entre zéro et l'infini.

—si EF < 0, on a un état lié. L’électron et le proton restent toujours tres proches, et ne
peuvent s’éloigner indéfiniment I'un de ’autre. Contrairement a ce que prédit la mécanique
rationnelle, la mécanique quantique a montré que seules certaines valeurs de I’énergie F
étaient permises.

eV (1.1)

ou n est un entier strictement positif appelé nombre quantique principal. L’état fonda-
mental de 'atome d’hydrogene correspond a n = 1 et vaut £} = —13,6 eV. Les états
d’énergie supérieure sont dits excités et correspondent a n > 1.
Pour un état d’énergie donnée, on a plusieurs configurations possibles, correspondant aux
nombres quantiques [, m, s et s, qui obéissent aux lois suivantes :

- 0< 1l <n—1:1estle nombre quantique secondaire; il est lié au moment angulaire
orbital de I’électron

— =l < m < +l : m est le nombre quantique magnétique; il est li¢ a la projection du
moment cinétique orbital sur 'axe de référence (Oz)

- 5= % : ce nombre quantique est appelé nombre quantique de spin, et correspond a un
degré de liberté purement interne a I’électron. Il n’a pas d’équivalent classique, méme si
on lui associe souvent I'image d’une rotation de la particule autour de son axe de symétrie

- —% < s, < % est le nombre quantique lié a la projection du spin sur 1’axe (Oz). Ce nombre
ne peut varier que par sauts d’une unité, et ne peut prendre ici que deux valeurs.



Chapitre 2

Postulats

Avant tout, il convient de poser comme aziome la conservation de ’énergie, dont le premier
principe de thermodynamique est une forme particuliere.

2.1 Premier postulat

Tous les micro-états accessibles a un systeme isolé en équilibre sont équiprobables : si Q(FE)
est le nombre de micro-états accessibles a un systeme isolé en équilibre, la probabilité pour qu’il
soit dans un micro-état donné est 1/Q(E). Si ce n’est pas le cas, le systeme est hors d’équilibre,
et il va évoluer de maniére a satisfaire au postulat d’équiprobabilité.

En effet, si la seule information que nous ayons sur le systeme est son énergie E, avec éventuellement
d’autres contraintes sur certains parametres (volume, nombre de particules...) il n’y a a priori
aucune raison de favoriser un micro-état plutoét qu’un autre. En ce sens, ce premier postulat
est 'hypothese la plus raisonnable qu’on puisse formuler.

2.2 Second postulat

A un instant donné, un systeme isolé en équilibre se trouve dans un micro-état et un seul.
Au cours du temps, le systeme change de micro-état par suite des interactions résiduelles as-
sociées a l'incertitude en énergie §F. Sur un temps ”infini” (trés long), le temps passé par le
systeme dans chacun des micro-états est le méme pour tous (premier postulat). Au lieu de
considérer un seul systeme, et de suivre son évolution au cours du temps, on peut considérer
un ensemble de systemes a un instant donné. Cet ensemble est construit de maniere a ce que
la probabilité d’obtenir I'un d’entre eux dans un micro-état particulier soit la méme quel que
soit le micro-état considéré. Si I’ensemble est constitué de N — oo systemes, il y en a N/Q(FE)
dans chaque micro-état. La probabilité d’observer un systeme dans un micro-état particulier
est encore 1/Q(FE). En physique statistique, une collection de systémes qui sont des répliques
exactes, au niveau macroscopique, du systeme initial, constitue un ensemble.

La moyenne dans le temps d’un parametre quelconque est égale a la moyenne de ce parametre
prise sur un ensemble de systemes.
Ce postulat, appelé hypothese ergodique, est lié au premier puisqu’il suppose implicitement
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I’équiprobabilité des micro-états.

2.3 Entropie statistique

Pour caractériser I'état macroscopique observé d'un systeme a l'équilibre, Boltzmann fit
donc I'hypothese suivante :

Pour un systéme isolé, en équilibre, [’état macroscopique observé est l’état macro-
scopique le plus probable, c’est-a-dire celui pour lequel [’entropie statistique est maxi-
male.

2.3.1 Théorie informative de ’entropie

Shannon fit le lien avec une théorie de I'information tres abordable : un message contient
d’autant plus d’informations qu’il est peu probable et donc surprend davantage a sa réception ;
aux limites, lorsqu’un message est totalement prévisible (probabilité P, = 1) I'information qu’il
contient est nulle, alors que s’il est parfaitement original (P; = 0), I'information qu’il transmet
est infinie.

Considérons un systeme a N micro-états accessibles. On est amené a définir I'information
manquante de ce systéme Z(N) ! telle que Z(1) = 0 et Z(M) > Z(N) si M > N.
L’additivité de cette information manquante conduit a la définir sous la forme logarithmique

I(N)=CLnN

Cette expression tres proche de celle de 'entropie statistique amene a poser C' = kg et a parler
d’entropie d’information.

On écrira la probabilité d’occuper le micro-état s P,. Dans ce cas, on aura évidemment

N
> p=1
s=1

. Considérons un ensemble de N systemes identiques; lorsque N — oo, N P systemes corres-
pondent au cas ou I’état microscopique est s. Cependant, systeme apres systeme, on ne sais
pas dans quel ordre les résultats apparaissent. Toutes les possibilités étant équiprobables, leur
nombre est

N!
L (N P!
On en déduit I'information manquante
N
Iy = kp (Ln(N') =Y Ln(N P,)))
s=1

'L’information qu’on a sur le systéme peut s’évaluer par le quantité —Z, minimale si I’information manquante
est maximale, et inversement.
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et dans le cas ou N — oo, la formule de Stirling Lnn! = n Lnn — n permet d’obtenir

Iy =kp(NLn(N)—N =Y NP, Ln(NP,)+> NP,)

s=1 s=1

soit en développant et en introduisant la normalisation des probabilités,

N
Iy =~k N Y P, Ln(P,)

s=1
c’est-a-dire, par systeme,
T N
0\
7= N = kg El P, Ln(P;)

Cette derniere expression constitue une définition de I’entropie d’information. Dans le cas ou
toutes les configurations sont équiprobables, P, = % et on retrouve

T = kg Ln(N)

Dans le cas ou la probabilité P, dépend du micro-état s, le systéeme n’est pas en équilibre statis-
tique : la notion d’entropie statistique peut ainsi étre généralisée a un systeme hors d’équilibre.
L’équilibre statistique est atteint lorsque tous les micro-états accessibles sont équiprobables,
c’est-a-dire lorsque

et dans ce cas, dans ce cas seulement,

Il est donc possible, dans la suite de cette étude, de confondre S et I : a I’équilibre, ’entropie est
maximum donc l'information est minimum. L’entropie constitue donc une mesure du désordre :
plus il est grand, plus S est grande ; le désordre est maximum a 1’équilibre.

Cherchons a vérifier ce que I'on obtient en déterminant le maximum de S lorsque la proba-
bilité P, varie. L’existence de la contrainte

ZPszl

permet d’utiliser la méthode des multiplicateurs de Lagrange, selon laquelle rechercher le maxi-
mum de S revient a trouver celui de F telle que

F=—kg Y P Ln(P)+A(Y_ P —1) (2.1)

soit la condition

dF
d P

=—kpIln(P,+1)+X=0 (2.2)
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On en déduit ainsi

P, = exp (% - 1) (2.3)

On obtient donc que tous les états microscopiques d’'un systeme isolé sont équiprobables, ce qui
constitue I'’hypothese microcanonique.

Notons que dans ce cadre d’étude microcanonique, on écrira donc que P, = é, ce qui conduit
a I'expression de l'entropie
1 1 1 1
S =—kg Z o Ln(g) = —ks g Ln(5)] x @ (2.4)
c’est-a-dire
S = kg Ln(Q) (2.5)

qui est inscrite sur la tombe de Boltzmann a Vienne, et que 'on prendra comme définition de
I’entropie statistique.

2.3.2 Irréversibilité

Soit un systeme isolé en équilibre statistique, dont 1’état macroscopique est déterminé par un
ensemble de contraintes externes. C’est, par exemple, le cas d’un gaz enfermé dans un volume
V : le volume imposé constitue une contrainte pour ce gaz. Soit {2 = €2; le nombre de micro-états
accessibles a ce systeéme. Si on supprime ou plusieurs de ces contraintes, le nombre de micro-
états accessibles sera en général plus grand, et le systeme va évoluer de maniere a pouvoir
accéder a tous ces micro-états. Prenons €2y le nombre des micro-états accessibles dans 1’état
final lorsque les contraintes ont été enlevées. Lorsque le systéeme sera en équilibre statistique,
tous ces micro-états seront équiprobables avec une probabilité 1/Q;.

— si Qf > €, la transformation est irréversible car méme si on rétablit les contraintes, on

ne reviendra pas dans la situation initiale.

— si 0y = ), la transformation est réversible : si 'on remet les contraintes sur le systeme,

on revient dans I’état initial.

Une transformation réversible se fait donc a entropie constante puisque le nombre de micro-
états ne change pas. On peut aller d'un état initial vers un état final de diverses manieres : si,
a chaque étape de I’évolution du systeme, celui-ci passe par une séquence d’états en équilibre
statistique, la transformation est dite quasi-statique. Une transformation réversible est toujours
quasi-statique, mais l'inverse n’est pas vrai puisqu’il peut y avoir accroissement de l’entropie
lors d'une transformation quasi-statique. Lorsque Q7 > €;, on peut revenir a I’état initial (c’est-
a-dire diminuer I’entropie que systeme, a ’aide d’'une transformation qui met en jeu des moyens
extérieurs, mais le systeme n’est alors plus isolé.

2.3.3 Systeme de particules discernables a deux états

Intérét de I’étude

Ce systeme joue un role tres important en physique : il constitue un modele simple et
efficace pour étudier le comportement de systemes physiques importants, tels qu’'une assemblée
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de particules qui se répartissent dans les deux compartiments identiques C; et Cy d'un récipient
rigide et calorifugé une fois supprimée la cloison interne. Ce modele permet encore d’interpréter
la formation d’alliage par mélange binaire de métaux et d’expliquer les propriétés des matériaux
paramagnétiques.

Lorsqu’une substance paramagnétique est plongée dans un champ magnétique B , les moments
magnétiques élémentaires associés aux édifices atomiques localisés qui la constituent acquierent
une énergie magnétique /i - B pouvant prendre deux valeurs. Si on désigne par N; le nombre de
moments magnétiques orientés selon B et par Ny le nombre de ces moments orientés dans le
sens opposé, I'aimantation de la substance a pour expression

M = (Ny = N2

Le nombre €2 d’états microscopiques correspond au nombre de fagons d’obtenir N; moments
orientés suivant le champ parmi le nombre total N de moments moments magnétiques, c’est-a-

dire a la combinaison
N! N!

NI(N =N NN

Q=0 =

Ce nombre, qui vaut 1 pour Ny = N ou N; = 0, est tres élevé si N — %, si ces nombres sont
de l'ordre de grandeur de la constante d’Avogadro.

Entropie du systeme

Pour calculer I'entropie de ce systeme, utilisons a nouveau ’approximation de Stirling en
partant de I'expression que 'on vient d’établir pour €2 :
S
= Ln(N!) — Ln((N — Ny)!) — Ln(Ny!) (2.6)
B
~ N ILn(N)— (N — Ny) Ln(N — Ny) — Ny Ln(Ny) (2.7)
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( REVERSIBLE)

Posons = = % la fraction de particules dans I’état 1. On a

S

o ~—xLn(x)— (1—2)Ln(l —2) = fi(z)+ falzx) = f(x) (2.8)

Représentons ces fonctions sur [0,1].
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L’entropie est donc nulle pour x=0 et x=1. En outre, la fonction f(x) passe par un maximum
puisque

d
é = —Ln(x) + Ln(l — z)
s’annule pour x = 0,5 et
d*f 1 1
—os = (—— — =—4<0
(2os = (= =7 )os

Variation du nombre d’états accessibles
Le nombre d’états microscopiques en fonction de la fraction x s’obtient aisément :
Qz) = N/@

Lorsque N est suffisamment grand, cette courbe a l'allure d’un pic centré en x = 0,5. Le
développement de Taylor de cette fonction donne, autour de cette valeur centrale,

£) 2 £0.5) 4 (Do @ —0.5) + (EDy0, T2 g0y 29)
soit
f(z) = Ln(2) — 2 (x — 0,5)° (2.10)
Par conséquent,
2(Nz — )2

Q(z) =2 exp[— ] (2.11)

N

N et I'écart-type o = %/2, le nombre d’états accessibles

En introduisant I'écart n de Ny a =,

prend la forme d’une gaussienne

n2

Q(n) ~ 2V exp(—ﬁ) (2.12)
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Le nombre d’états microscopiques dans I’état macroscopique le plus probable vaut (0) ~
2N La largeur & mi-hauteur de la gaussienne est telle que

An =2n (2.13)
et o2 .
exp(—%) =3 (2.14)
On en tire N In(o
An = Q(T””)l/2 = 1,175 N2 = 2,350 (2.15)

Fluctuation d’entropie : le mouvement brownien

Cet effet, observée par le botaniste écossais Brown en 1827, est le mouvement désordonné
et incessant de petites particules en suspension dans un fluide, sous ’action du bombardement
par les molécules du fluide.

Cet effet, apparemment en contradiction avec I’énoncé de Kelvin du 2eme principe de la ther-
modynamique (Un systéme en contact avec une seule source ne peut, au cours d’'un cycle, que
recevoir du travail et founir de la chaleur) car le fluide de température uniforme semble fournir
du travail aux particules en suspension de fagon permanente.

Einstein leve cette contradiction en 1910 en considérant les fluctuations du nombre d’états mi-
croscopiques accessibles. Au regard de la courbe ©(n), qui est une gaussienne donnant le nombre
d’états accessibles en fonction de I'écart n = Ny — %, les états correspondant a la totalité des
N particules dans le méme état 1 ou 2 sont tres peu probables, mais possibles. La fluctuation
du nombre d’états microscopiques accessibles entraine une fluctuation de ’entropie : pour un
écart a 1’état macroscopique le plus probable égal a I'écart-type (n = o),

Qo) = Q0)e " (2.16)
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donc
S(o) = kg Ln(Q(0)) — k—B (2.17)

2
On observe donc une fluctuation d’entropie de %B, c’est-a-dire une fluctuation d’énergie égale
kpT

a =

2.4 Equilibre thermodynamique

Les systemes macroscopiques sont constitués d’un grand nombre de particules; les fluc-
tuations relatives des variables macroscopiques autour de leur valeur la plus probable sont
extréemement faibles. Ce sont donc ces valeurs les plus probables que I'on va observer au niveau
macroscopique.

Ces variables peuvent étre les grandeurs thermodynamiques usuelles, ou d’autres quantités phy-
siques. L’entropie d'un systeme dont 1’énergie est comprise entre £ — dE/2 et E 4+ JE /2 est
donnée par

S = kg logQ(E)

ou Q(F) est le nombre de micro-états accessibles au systeme. En regard des propriétés liées aux
grands nombres, cette équation précédente pourrait étre évaluée avec une excellente précision
par

S ~ kg logw(FE)

oll w(F) est la densité de micro-états a 'énergie E2.

Tout systeme isolé va évoluer vers I'équilibre, s’il n'y est pas déja. Au cours de son évolution,
son entropie augmente et devient maximale lorsque ’état d’équilibre est atteint (expression mi-
croscopique du second principe). La recherche du maximum d’entropie est bien str équivalente

2Dans ce cas, on a Q(E) = w(E).JE.
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a celle du nombre maximum de micro-états accessibles au systeme, puisque le logarithme est
monotone croissant. Ainsi, comme

Q=Q(E,V,N)

on peut facilement se convaincre que de la méme fagon
S=5(E,V,N)

Considérons le systeme suivant.

V&SI I TP PP

4
?
/
Yooz

2.4.1 Equilibre thermique

Supposons que les systemes 1 et 2 soient séparés par une paroi diatherme, fixe et im-
perméable aux particules. Les volumes et les nombres de particules restent constants, si bien
que seuls les échanges de chaleur sont possibles. Si I'interaction entre les deux systemes est
négligable comparée & leurs énergies internes F; et E, 3, nous avons

E,=F + Ey, = cte

Le nombre de micro-états accessibles au systeme total, pour une partition particuliere de
I’énergie E, entre les deux sous-systemes, est donné par

(B, Br) = Q1 (E))Qa(Es) = Q4(E)) Qu(E, — Ey)

si Q;(E;) représente le nombre de micro-états accessibles au sous-systéme i d’énergie E;*. C'est
le produit 4 (E;)Q(Ey) qui intervient car chaque micro-état de I'un des sous-systemes peut

3Cette hypothese est plausible pour les sytémes thermodynamiques macroscopiques le plus souvent
considérés.
4V, et N, restent constants.
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étre associé a tous les micro-états accessibles a 1’autre. Par suite de la conservation de 1’énergie
totale, Iy et E5 ne sont pas des variables indépendantes et €2 ne dépend que de F; par exemple.
Nous pouvons écrire que

Or(B,) =Y QUE,, Ey)

la somme portant sur toutes les partitions possibles de E, entre les deux sous-systemes 1 et
2, Q(E,, Ey) étant le nombre de micro-états accessibles au systéme total pour une énergie du
sous-systeme 1 égale a Fy, Qp(FE,) étant le nombre total de micro-états accessible au systeme
total d’énergie F,, et ainsi que la probabilité pour que I'énergie du sous-systeme 1 soit égale a
E; est donnée par

Q(Eo; El)

IP)(EI) a QT(E(J)

Supposons que le systeme 1 ait initialement ’énergie EY{ et le systeme 2 I'énergie E§ =
E,— EY. Les deux systemes échangent de la chaleur a travers la paroi diatherme jusqu’a ce que
le nombre de micro-états, Q(E,, E1), soit maximum. Pour recherche ce maximum, travaillons
sur

log Q(E,, Ey) =log Q1 (Ey) + log Qs (E, — EY)

soit, en multipliant par la constante de Boltzmann,
S(E,, E1) = S1(Ey) + Se(E, — Ey)

L’entropie du systéme total (avec contrainte sur Ej) est égale a la somme des entropies de
chacun des sous-systemes qui le composent : I’entropie est donc bien une grandeur extensive.
La recherche du maximum du nombre d’état se ramene donc a celle du maximum d’entropie,

donné par I'équation

dS  dS: n dSy dE,  dS1  dSy 0

dE, By  dBEydBE, dE, dE,
On admettra ici que cet extrémum est un maximum. L’équilibre thermique est donc atteint
pour

as, _ ds,
dE,  dE,
On définit la température absolue T d’un systeme d’énergie E et d’entropie S par la relation
1 dS
T dE

On voit ainsi que lorsque 'équilibre thermique est obtenu, nou avons
T1 - T2

résultat bien connu en thermodynamique classique.
On a supposé que V; et N; étaient constants au cours du processus d’échange d’énergie ther-

mique, il convient de préciser que
L [0S
T \9E),x
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On définit couramment un parametre 3 tel que

1

0= 5T

lié par conséquent au nombre d’états accessibles par la relation

[ OlogQ
=555,

Tentons maintenant d’évaluer le sens du transfert d’énergie. Au cours de la transformation
conduisant a I’équilibre thermique, I’entropie S du systeme ne peut que croitre car celui-ci est
isolé.

dS dS, dS, dS\dE, = dS,dE,

- = = >0
d At At dBE, dt | dE, di
soit, en utilisant la conservation de I’énergie,
ds _ (dSi  dSy\ dE; -0
dt — \dE, dE,) dt
don 1 1Y\ dF
1 _1)dh
T, 1Ty) dt
Si Ty > T, 'équation précédente implique que dd% > ( : I'énergie passe du second systeme vers

le premier. En d’autres termes, la chaleur passe du corps chaud vers le corps froid, et non en
sens inverse : on retrouve le second principe de la thermodynamique.

Remarque

Comme tous les micro-états sont équiprobables, il existe des micro-états correspondants a une
répartition différente de 1’énergie entre les deux systemes. Pour des corps macroscopiques,
constitués de nombreuses particules, ces micro-états sont fortement improbables car dominés
par le nombre de ceux qui correspondent a la condition 77 = T5. Dans le cas précédent (1o < T7),
la quantité Q(E,, E) est le produit d’une fonction de E; fortement croissante, Q4 (E,, E1), par
une fonction fortement décroissante, Qs(E,, E, — E1). Le résultat est une fonction qui est forte-
ment piquée & E1, valeur la plus probable de I’énergie interne du sous-systeme 1. Les fluctuations
relatives de E; autour de cette valeur sont extrément faibles, de I'ordre de 1/1/Njy.

2.4.2 Equilibre thermique et mécanique

Supposons a présent que la paroi séparant les deux systemes soit diatherme, mobile sans
frottements, et imperméable aux particules. Les échanges de travail et de chaleur sont alors
possibles entre les deux systemes. Les conditions d’équilibre sont obtenues en utilisant des rai-
sonnements analogues a ceux de la question précédente. Nous allons brievement les décrire.

A équilibre, Q(E,, Ey, V1, Ny) ou S(E,, Ey, N1, V1) doivent étre maximum. L’énergie E,, le vo-
lume V, et le nombre de particules N, du systeme total sont des quantités qui restent constantes.
Par ailleurs, N7 et N, étant constants, I'extremum de la fonction S doit satisfaire

05

=2 =0
OF,
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oS

=2 =0
ovi

ainsi que

S(EO? Ela ‘/17 Nl) = SI(E17 ‘/17 Nl) + 52(E27 ‘/’2’ NQ)
Ces conditions conduisent a

OE1 ) v, n, OEs> ) v, n,

051 05,
— d — d
(avi)El,Nl ‘/1 " (8‘/2>E27N2 ‘/2

dEl - —dEQ
dVy = =dV,
le - _dN2 - 0

sans oublier les contraintes

Cet extremum est un maximum et les conditions d’équilibre thermodynamique des systemes 1

et 2 s’écrivent
(5:),,,~ (52:)
O, Vi,N1 O, V2,Na
().~ ()
oV E1,N1 Vs E>,No
De la méme maniere que nous avons introduit la température absolue T, introduisant mainte-
nant la pression P par la relation
P (85 )
T A% BN
permettant d’écrire simplement les conditions d’équilibre sous la forme
Tl = T2

P1:P2

rentrant dans le cadre de 1’équilibre thermodynamique dans la théorie classique

On peut également écrire

Les relations de dérivation donnent

OB\ (0S\ (VY _
9S ) yn \OV ) g n \OE MN_
OF
pP=_[==
(av)S,N

d’ou l'on tire que
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La dérivée partielle de 1’énergie par rapport au volume, a entropie et nombre de particules
constants (processus adiabatique et réversible), est égale a la pression. Considérons le cas d'un
gaz parfait enfermé dans un cylindre fermé par un piston de surface A, cylindre et piston étant
rigoureusement adiabatiques. A l'instant initial, le gaz est dans un micro-état ¢ d’énergie ¢;.
Dans le cas d'une boite cubique, on montre (quantiquement) que l’énergie d’un micro-état
dépend dépend du volume occupé par le gaz, puisque

T2 h?
°= 2m L2

(n2 +n; +n?)

Par un déplacement infinitésimal dx du piston, on augmente le volume accessible au systeme de
la quantité dV', de facon adiabatique et réversible. Dans ce cas, le systeme reste dans le méme
micro-état i, et

681‘
az(V + dV) = €Z(V> + (av)S’N dV

Comme la transformation est par hypothese adiabatique et réversible, ’entropie est constante,
et

g
AE=E(V+dV)—E(V)=e(V+dV)—e(V) = [ =2) av
WV )sn
Elle est égale au travail fourni par le piston, W = —P,.Adx = — P, dV, négatif par convention,
d’ott

861‘
h= (av) on

Cette équation est valable pour un micro-état particulier du systeme a N particules. Pour
obtenir les grandeurs thermodynamiques, il faut faire la moyenne des quantités associées a un
micro-état particulier sur un ensemble de systemes équivalents au niveau macroscopique. Si P;
est la probabilité d’obtenir le micro-état i, I’énergie moyenne sur ’ensemble (M) des systéemes

est
() =) Piei=(E)
(M)

et on retrouve 1’énergie au sens thermodynamique. Comme le systéme est macroscopique, les
fluctuations de E autour de (E) sont négligeables. De méme, la pression thermodynamique est
définie par

P=(P)=(P)=) PP,
(M)
Ainsi, par différentiation, il vient

dE = (dPig; + Pide;) = > Pde;
(M) (M)

car la transformation est adiabatique et réversible, et ainsi

dE = - P, P,dV = —(P)dV = —PdV
(M)

et onr etrouve la relation classique pour une transformation adiabatique réversible.
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2.4.3 Echanges de chaleur, de travail et de particules

On peut finalement généraliser en considérant le cas plus général ou la paroi séparant les
systemes 1 et 2 est diatherme, mobile et perméable aux particules qu’on supposera étre de
méme type. L’état d’équilibre est obtenu lorsque S(FE,, Ey, Vi, N1) est maximum compte tenu
des contraintes de conservation, ce qui implique

08
o5 0
a5
av, Y
a5
o, 0

d’ou, d’apres les lois de conservation,

oS oS
— dE — dEy =
(6E1>v1,1v1 v (8E2>VQ,N2 ’ !

oS 0S
— dVi + [ =— dVo =0
(avl)El,Nl ' (ava)Eg,Ng ’

oS 0S
—_— dN; + | — dNy =0
(6N1>V1,E1 ' (6N2>V2,E2 ’

La température et la pression sont définies comme on I’a vu; de facon analogue, on introduit

le potentiel chimique p par
M (3_5)
T ON ) pv

Les conditions d’équilibre s’écrivent T} = T, % = % et % = %’ c’est-a-dire
=T,
P =P
M1 = p2

A Téquilibre, température, pression et potentiel chimique des deux systemes sont égaux.
Ces quantités sont intensives. Elles sont respectivement conjuguées aux variables extensives S,
V et N. En effet, on montre aisément que

oF
T—(%)V,N

oF
P“(W)S,N

_(oE
M_ 8N S,V

c’est-a-dire que
dE =TdS — PdV + udN



Chapitre 3

L’ensemble microcanonique

L’énergie d’un systeme isolé est constante. Dans la pratique, il est impossible de fixer exac-
tement la valeur de I’énergie et celle-ci est définie a une valeur 0 F < E pres. Cette incertitude
a deux origines, I'une purement expérimentale, 'autre de nature quantique. Cette derniere est
liée a la durée (limitée) pendant laquelle on observe le systéme. Pour fixer les idées, on définira
cette incertitude de maniere a ce que I'énergie du systeme soit comprise entre E, et E, + dF.
Les micro-états qui sont accessibles au systeme sont ceux pour lesquels I'énergie totale vérifie

E€[E, E,+ 0E] ()

Au lieu de considérer un seul systeme dont on suit I’évolution au cours du temps, on considere
un ensemble, c’est-a-dire une collection de systemes qui sont la réplique du systeme initial au
sens macroscopique!. Chaque systéme de cette collection est dans un micro-état particulier
qui satisfait a la condition (*). Tous les micro-états sont équiprobables puisqu’il y a équilibre
statistique. On appelle ensemble microcanonique une telle collection de systemes définis en
ces termes.

3.1 L’entropie

3.2 Le gaz parfait classique

Soit N particules sans interaction contenues dans un volum V. Si la température n’est pas
trop proche du zéro absolu, ce gaz a un comportement classique et on peut utiliser la physique
statistique classique pour décrire ses propriétés.

L’énergie interne du gaz est exclusivement sous forme cinétique,

1

2
7

N
EZ;Qm

ou m est la masse des particules du gaz et p; I'impulsion de la particule 7. Nous supposerons
que le gaz est monoatomique et que les particules ont un spin nul. Le nombre de micro-états

=

L Cela signifie qu’il n’est pas possible de les distinger lorsque 'on effectue des mesures sur les grandeurs
macroscopiques.

20
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accessibles au systeme dont 1’énergie est comprise entre E, et FE, + 0F, est égal au volume V
de I'espace des phases auquel il peut avoir acces, divisé par le volume de la cellule élémentaire,

qui vaut A3V,
Q _ h?)_N / /dBNdSN

L’intégrale est de dimmension 6 N, 3 N pour la position ¢; de chaque particule, et 3 N pour
chaque impulsion p;. Les particules sont confinées dans le volume V et leur énergie totale est
comprise entre F, et E, + 0F. Les éléments différentiels de volume donnent, en coordonnées
cartésiennes,

N N
d*Nqd™p = 1| dgiwdgiydgs- | [ dpidpiydpi-
=1 =1

Pour obtenir €2, on commencera par évaluer ¢(FE,), nombre de micro-états dont 1’énergie est
inférieure a F,. Cette quantité s’obtient par

1 3N 13N 3N 3N
EO):h?)_N// d Qd p—th d d
V,E<FEo E<Eo

ou l'intégration sur le volume est immédiate,

/V"'/dqu:E///d?’qi:VN

En ce qui concerne les impulsions, le volume d’intégration correspond a la condition

L’égalité de cette inéquation représente en fait 1’équation d’une sphere de rayon R = v/2mkE,
dans I'espace a 3N dimensions ot les impulsions jouent le role des coordonnées. Le probleme se
ramene donc au calcul du volume V d’une sphere de rayon R dans un espace a 3N dimensions.
Pour cela, on simplifiera les notations : supposons que ’espace de dimension n = 3N soit repéré
par un systeme de coordonnées cartésiennes (z1, xs, ..., £, ) dont l'origine coincide avec le centre
de la sphere de rayon R. Un point de cet espace est repéré par le vecteur i de composantes

(21,22, ..., ), donc
n
dit = [ [ da
i=1

L’équation de la sphere s’écrit

N
E 7 = R?
i=1

:// dr
S 2i2<R2

V=C,R"

et son volume

Il est proportionnel a
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d’ot
dV = S(R)dR = nC,R" 'dR

Le tout est d’évaluer C),. Pour cela, on utilise une astuce, basée sur

/_+°° exp(—22) dx = V2r

o0

En effet,

N +oo +oo +oo
H ( / exp(—z dxl> / / exp(— H dz; = (v/7)'/?
i=1 \/ =00
On a donc ramené l'intégrale initiale a une intégrale a une dimension en dR,
1/2 +o0o
VT / exp(—R*)nC,R" 'dR
0

soit, en posant y = R?,
—+00
Vit = —C / y? ' exp(—y)dy

Plus généralement, dans le cas d’une variable o non entiere

/;OO y* exp(—y)dy =T(a+1) = (a)!

Dans notre cas,

2
d’ou
oot
tB)!
d’ou
v g
(5)!
et 2
27Tn n—1
"G
Pour ce qui nous occupe,
VN

qb(Eo) h3N C’3N RBN

c’est-a-dire
(2mm)3N/2 YN

oE) = =y g B

Ceci donne donc le nombre de micro-états classiques correspondant a N particules indépendantes
dont I’énergie est inférieure a E,. En mécanique classique, les particules sont discernables car
en connaissant leurs positions et impulsions initiales, on peut prédire la valeur de ces quantités
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a tout instant ultérieur.

La réalité est toute autre. La mécanique quantique - qui permet a I’heure actuelle la meilleure
description du monde microscopique - dit qu’il n’est pas possible de mesurer simultanément la
position et I'impulsion d’une particule. Par conséquent, toutes les particules de gaz (bosons ou
fermions), sont indiscernables. Le résultat précédent ne tient pas compte de cette propriété, et
I'utiliser comme tel conduirait parfois a des résultats erronés.

De la méme maniere qu’on a introduit la constante h, pour évaluer le nombre de micro-états dans
I’espace de phase classique, et pour tenir compte de I'impossibilité de mesurer simultanément
I'impulsion et la coordonnée d’une particule, on va prendre en compte l'indiscernabilité des
particules a I'aide du raisonnement suivant : pour N particules, on compte N! permutations
possibles correspondant a N! configurations qui sont toutes identiques lorsque les particules
sont indiscernables. Par conséquent, le nombre de micro-états accessibles obtenu est N! fois

trop grand.
1 (27mm)3N/2 YN

_ - 3N/2
¢(EO) - N' (ﬂ)| th EO
5 )!
Les termes % et MLN sont purement quantiques et subsistent méme lorsque les nombres

quantiques qui permettent de décrire le systeme sont grands (limite semi-classique).
En introduisant les espacements entre niveaux

m2h?
0= Y

dans 'expression précédente,
o) = (BT
v G
La densité de micro-états a I’énergie E, vaut par conséquent

3N _q

w(E,) = dg(E) R S S /A N |
V=i ), M i \e)

1 N2 EN\? 0E
0 = W(E)5E = 3 v (35— (8_) B

c’est-a-dire

L’entropie vaut alors

S 3N 3N 3N E, oF
— =—(logN!—log | — —1|! +—logi+—log — | +log | —
kg 2 2 4 2 €o €o

A T'aide de I'approximation de Stirling, log z! = x log x — x, et apres simplifications, on obtient

S 3N T 3N 3N 3N 3N E,
— =—-NlogN+N+—1log— — — log— + — + — 1 —
i og—|—+2og4 20g2+2+20g<80>
c’est-a-dire
drm E\*?| 3
S = Nkplog |V <3h2 N) +§N/<:B+kB(N—N10gN)
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Nous retrouvons bien que S = S(E,V, N). C’est le terme de droite, noté «, qui tient compte
de l'indiscernabilité des particules. Nous poserons ainsi

S = Nkg log(N0> + Ns, +«

€o

avec
a=kg(N —nlogN)

3]€B s

= (1108 T)

STy <+°g4

Généralisons maintenant, de maniere formelle du moins. L’énergie étant quelconque, nous
pourrons écrire que

3 Nkg "~ 3Nkp

E(S,V,N) =

Am V2/3 eXp = dxm V23 eXP 3

32 N 2 S . 20 3h%2 N°/3 2 S 5
3Nlg 3

On peut ainsi obtenir la température absolue

r_ (9B _ 2E
- \0S /),y 3Nkg

d’ou I'expression de I’énergie interne

3
E = - NkgT
2
On vérifie qu’il s’agit bien d’une grandeur extensive (car proportionnelle & N) ne dépendant

que de la température, comme le veut la loi de Joule.

De meéme,
oF 3
== = - Nk
o= (1), = 2%
et
P _ oF _2E  NkpT
9V /)¢y 3V V

On retrouve donc la capacité calorifique a voume constant du gaz monoatomique ainsi que
I’équation d’état des gaz parfaits.



Chapitre 4

L’ensemble canonique

Nous allons maintenant considérer un systeme S en équilibre thermique avec un thermo-
stat 7. Ce dernier est un systeme macroscopique dont la température T est constante malgré
d’éventuels échanges de chaleur avec S. Cela implique que sa capacité calorifique soit bien
supérieure a celle du systeme étudié, ie. qu’il ait un nombre de degrés de liberté bien supérieur

a St

4.1 Description de ’ensemble

Comme le systeme S+7 est isolé et en équilibre statistique, il peut étre décrit par I’ensemble
microcanonique. Nous prendrons F, 1'énergie totale (définie a JF pres, qu’'on négligera, car
n’influengant pas les résultats relatifs & un systéme macroscopique). Considérons un micro-état
particulier {j} du systeme S, d’énergie E,. Nous caractériserons un micro-état par le nombe
r auquel est associé le niveau d’énergie E,, et 'ensemble {j} qui contient les autres nombres
quantiques nécessaires pour définir completement le micro-état lorsque le niveau d’énergie est
dégénéré.

Lorsque I'énergie du systeme S est égale a E,., celle du thermostat 7 est égale a Er. Dans la
limite thermodynamique, qu’on supposera toujours satisfaite, I’énergie des deux systemes est
additive

E,=FEs+ Er

La probabilité d’obtenir S dans le micro-état r{j} vaut

1x QT(EO — Er)
Qr

P =

ou Qr(E, — E,) est le nombre de micro-états accessibles a 7 dont 1'énergie est By = E, — E,.
La quantité au dénominateur est une constante, c’est le nombre de micro-états accessibles au

systeme total S + 7
1

Or =Y Qr(E,— E,) = el
r{j}

On en déduit que
Py = C'Qr(E, — E;)

1On peut par exemple imaginer une bouteille immergée dans une piscine qui joue le role de 7.

25



26 S. Bourdreux - Physique Statistique

avec la condition de normalisation

2.2 Py =1
o {i}
Comme le thermostat a un nombre de degrés de liberté beaucoup plus grand que S, on a
FE, < E7 et, par conséquent, E, < E,. On peut donc effectuer le développement

dlog Q)
log Q7 (E, — E,) = log Qr(E,) — (%) B+ ..
E=Fo

En se restreignant au premier ordre, et en notant que
0 log Qf]‘ . 1 . ﬁ
OE  )y,n kT

10g QT(Eo - ET) = 10g QT(Eo> - ﬁEr
QT(EO — ET) = QT(EO) exp(—ﬁE,,)
Finalement, on en vient a la conclusion que
P,y = C.exp(—SE;)
ou C est une constante déterminée par la condition de normalisation

5= (i)

r {i}

on peut écrire que

En physique statistique, cette grandeur est appelée fonction de partition du systeme. On la

note habituellement Z,
Z=Y_ ) exp(-PE,)
r {5}
et l'on pourra écrire

1
Py =7 exp(—SE,)

P,.jy est la probabilité d’obtenir le micro-état r{j} d’énergie FE,, lorsque le systeme est en
équilibre statistique avec le thermostat 7. Un ensemble canonique est une collection de systemes
en équilibre statistique avec un thermostat a la température T. Chacun d’entre eux est une
réplique de S au niveau macroscopique et obéit a la loi de probabilité précédente dite distribution
de Gibbs; Le terme exp(—fE,) est le facteur de Boltzmann.

La notion d’ensemble permet de calculer la valeur moyenne des grandeurs macroscopiques
comme une moyenne prise sur I’ensemble des systemes a un instant donné, plutot que par
une moyenne dans le temps de ces mémes grandeurs pour un systéme particulier? L’équation
de Gibbs donne donc la probabilité de trouver le systeme S dans un micro-état particulier
r{j} d’énergie E,. Si g, est la dégénérescence de ce niveau énergétique, on écrira de maniere
équivalente

P(E) = 5 S exp(~0E,) = & exp(—5E,)
{7}

2Ce qui représente 'hypothese ergodique.
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On a supposé jusqu’ici que le spectre en énergie du systeme est discret. S’il est continu, ou si les
niveaux sont tellement proches les uns les autres qu’ils apparaissent comme continus au niveau
macroscopique, la probabilité d’observer une énergie comprise entre F et E + 0 est égale a

Q(E)

P(B) = —

exp(—(E)

ou Q(FE) est le nombre de micro-états compris entre £ et E+ JE. Si S est un systéme macro-
scopique normal, Q(E) croit fortement, alors que le facteur de Boltzmann e~ est une fonction
décroissante : le produit des deux est donc une fonction fortement piquée a la valeur E = E.
Les fluctuations de P(E) autour de P(E) seront d’autant plus faibles que le nombre de degrés de
liberté du systeme est plus grand. On montre que la largeur relative de la distribution en énergie
varie comme \/LN’ ou N est le nombre de particules : ces fluctuations sont donc négligeables pour
un systeme macroscopique. Dans ce cas, ’ensemble canonique peut alors avantageusement rem-
pacer I'ensemble microcanonique pour décrire les propriétés d’un systeme isolé bien que n’il ne

s’applique, en toute rigueur, qu’a un systeme en équilibre avec un thermostat.

4.2 Systeme dont 1’énergie moyenne est fixée

On vient de montrer que I’ensemble canonique permet de décrire les propriétés d’un systeme
en équilibre avec un thermostat a température T. Nous allons voir a présent qu’il peut étre aussi
utilisé pour étudier un systeme dans 1’énergie moyenne (E) est fixée.

Soit un systeme dont ’énergie moyenne (F) est fixée et soit P; la probabilité d’occuper un
micro-état i. A I’équilibre, ’entropie d’information

S=—kp » PilogP;
{M)

doit étre maximum. Cette derniére somme porte sur I'ensemble {M} de tous les micro-états
accessibles. Deux contraintes doivent étre satisfaites lors de la recherche du maximum

{M}

qui exprime la normalisation des probabilités et

Y P,E; = (E)

{M}

qui exprime que 1’énergie moyenne est fixée, si F; est ’énergie du micro-état i.

Pour rechercher le maximum de S, compte tenu des contraintes, la méthode royale reste
celle des multiplicateurs de Lagrange. Elle se ramene a la recherche du maximum de

{M} {M}
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soit, ce que nous admettrons étre un maximum,

OF
JOP;

=0 Vi
soit
—k?BlOg]P)i—kB —)\1 )\2 ;=0 Vs

Ainsi, on obtient
P; = exp(—1 — a) exp(—( E;)

La condition de normalisation permet d’écrire

1
exp(—1 — «
= )= Z{M} exp(—f(E;)
d’ou
5 exp(—[(E;)
>y €xXP(—BE;)
En posant

Z = Z exp(—0FE;)
{M}

on introduit la fonction de partition Z telle que

1
b= 7 exp(—fAE;)

et on peut désormais écrire

S=—ks Y P;logP;=kp [log) exp(— k ZIP’E = kp(log Z + B(E))
{M} {M} B (ary

Lorsque S est maximum, ’entropie d’information peut étre identifiée a ’entropie statistique,
ie. a l'entropie thermodynamique. La valeur moyenne (E) n’est autre que I’énergie interne

thermodynamique. On a
0S 1
2 —knfl= —
(607)., 00~ 7

b= le
B
On retrouve ainsi la distribution canonique. On vient de montrer que cette distribution peut
s’appliquer soit lorsque la température du systeme est constante, soit lorsque son énergie
moyenne est fixée. Néanmoins, dans la pratique, cette derniere condition ne peut étre obte-
nue que lorsque le systéme est en contact avec un thermostat. Enfin, rappelons que dans le cas
de I'ensemble microcanonique c’est I'énergie E du systeme qui est fixée, ce qui n’est pas le cas
dans I'ensemble canonique ot c’est la valeur moyenne (E) de cette énergie qui est fixée.

d’ou 'on déduit que
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4.3 Quelques exemples d’utilisation

4.3.1 Paramagnétisme

Ce phénomenes est observé lorsque les atomes ou les molécules d'une substance ont un
moment magnétique permanent. Celui-ci peut provenir du spin des électrons non appariés dans
les orbitales atomiques ou moléculaires, d’'un moment orbital non nul des électrons résultant
d’un remplissage incomplet des sous-couches atomiques, ou de la superposition des deux effets
précédents.

Lorsqu’on met une substance paramagnétique dans un champ magnétique ]§, les moments
magnétiques de chaque particule ont tendance a s’aligner. Considérons ici un modele simple
ou N particules identiques par unité de volume sont localisées sur un réseau (ce qui les rend
discernables). Nous supposerons qu’elles n’ont qu’un électron célibataire dont le moment orbital
est nul (un électron dans une orbitale s par exemple). On suppose que ces particules sont sans
interaction entre elles, et au repos. Le moment magnétique associé M est donné par
e

M=g o S
Il est dirigé parallelement ou antiparallelement a la direction du spin. Si I'on applique un champ
magnétique B , les particules vont avoir tendance a s’aligner selon sa direction mais 1’agitation
thermique va essayer de s’y opposer. La mécanique quantique prédit deux niveaux d’énergie
possibles pour chaque particule

E,=-MB

E, =+MB

selon que M est paralleles ou antiparallele a B. On négligera l'influence du champ magnétique
créé par 'alignement des moments magnétiques. Si la température du réseau est 7', on peut
appliquer I'ensemble canonique a chaque particule du réseau car celles-ci sont discernables. Les
autres particules jouent le role du thermostat. Les probabilités d’étre dans les états T ou | sont
respectivement

1 MB
P = —eﬁ

Tz
1 MB
P —_= —e_W

bz

En posant x = %, on obtient

Z=e"+e "

Le moment magnétique moyen d’une particule se met sous la forme

M)P; + (—M)P e MB
M:( )T+( )l:Mi:Mtanhx:Mtanh—
eT + e % kT

Si T est tres grand, la tangente hyperbolique peut étre assimilée a son argument et le moment
moyen tend vers zéro; notons que dans ce cas les deux états sont équiprobables. L’énergie
thermique 'emporte sur I'énergie magnétique et M est distribué uniformément dans les deux
directions.

Si T tend vers zéro, I'argumeny tend vers I'infini et la tangente hyperbolique vers 1 : le moment
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moyen tend alors vers M. Dans ce cas, Py = 1 et P| = 0, et le systeme est dans son état
d’énergie le plus bas. Le moment magnétique moyen par unité de volume vaut donc

(M) = N.M

Dans le cas ou T est tres grand devant MB, la susceptibilité magnétique, définie par (M) = x B,
s’écrit
NM?

kT

X =
On retrouve bien la loi de Curie, x = f(1/T)

4.3.2 La distribution de Maxwell

Il s’agit ici de considérer le cas ou les niveaux d’énergie ont un spectre continu. Les sommes

sur les micro-états se transforment alors en intégrales et il est utile de voir, sur un exemple
simple, comment on procede dans une telle situation.
Soit un gaz parfait monoatomique enfermé dans une enceinte de volume V. Si la température
n’est pas trop proche du zéro absolu, on peut utiliser la mécanique classique pour décrire ses
propriétés. Comme chaque atome est discernable, on peut considérer un atome particulier, les
autres jouant alors le role du thermostat. Soit un élément de volume drdp dont le rayon vecteur
est compris entre 7 et 7 4 dr’ et dont 'impulsion est comprise entre p et p'+ dp. Si 'atome de
masse m est situé dans ce volume élémentaire, son énergie cinétique vaut

E=-—
2m

La probabilité pour que I'atome ait I'énergie cinétique E est proportionnelle a
g(E)e "

ou g(e) est la dégénérescence de I'état d’énergie E, c’est-a-dire le nombre de micro-états dN (7, p)
contenus dans le volume dridp au voisinage de (7, p). Ce nombre est obtenu en divisant le volume
élémentaire drdp accessible au systéme (I'atome) par h® = §gp le plus petit volume accessible
par un micro-état,

. drdp
9(E) = dN(F.p) = =
La probabilité P(7, p)drdp d’observer un atome dans I’élément de volume drdp vaut donc
1 drdp P>
P(7, p)drdp = AR exp(—0 %)

ol 7Z est la somme d’états définie par

On peut calculer cette intégrale simplement.

2 [ [ [T SO [
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Vv Y il
Z:ﬁ//dpe Fom

Selon les trois directions, I'intégration procede de méme. Ainsi,

Vv +oo 2 3
Z = 73 </ exp(—ﬁ;—m)dx>

o0

teo 22 2mm
/ e Pomdy = | 7=~
oo B

avec

En conclusion, »
7 = % (2%”) = % (2rmkpT)>/?
et
1 P
Vg2 PG T
Dans un endroit quelconque du récipient, la probabilité de trouver un atome avec une vitesse
comprise entre ¥ et ¥+ dv s’écrira, apres intégration sur le volume (V) et division par la masse,

3/2 -

m 1 mvu
P(3)d — imum o
(U)dU (QWkBT) exp<2kBT)dU

Cette distribution porte le nom de distribution de Mazwell; elle permet de calculer un grand
nombre de propriétés des gaz parfaits et constitue la base de la théorie cinétique des gaz.

P(7, p)didp =

) didp

4.4 La fonction de partition et ses liens avec les gran-
deurs thermodynamiques

Nous allons maintenant voir 'importance de la fonction

Z = Z Z exp(—SE,)
r i}
en physique statistique. Dans cette écriture, la somme porte sur tous les niveaux d’énergie
(somme sur r) et sur tous les micro-états d’énergie F, (somme sur {j}). Cette derniére som-
mation tient compte de la dégénérescence des niveaux d’énergie, puisque plusieurs micro-états
peuvent conduire a une méme valeur de I’énergie ; on écrira alors indifféremment

Z = Zgr exp(—p(E;)

ou g, représente la dégénérescence du niveau d’énergie F,. Si le spectre en énergie est continue
ou si les niveaux d’énergie sont tres rapprochés, on notera

Z = /w(E) exp(—fFE)dFE

ol w(E) représente la densité d’états d’énergie E. C’est alors la quantité w(E)dE, nombre
de micro-états dont I’énergie est comprise entre E et E + dFE, qui joue le role de facteur de
dégénérescence.

Nous allons voir que si 'on connait la fonction de partition (ou somme d’états) d'un systeme,
on peut évaluer toutes ses propriétés thermodynamiques.
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4.4.1 Energie interne

L’énergie moyenne peut s’écrire

e () g

c’est-a-dire assez clairement
0= 1 <8Z> (8logZ)
Z \op V,N op V,N

En introduisant la valeur de 3, on peut également écrire
(E) = kgT? 0 log Z
—h\ar R

4.5 Le gaz parfait classique

Un gaz parfait est un systeme constitué de particules sans interactions. Lorsque la température
du gaz est suffisamment grande et le systeme assez dilué, on peut décrire le comportement des
particules par la mécanique classique. Cette idéalisation est tres utilisée pour modéliser le com-
portement de gaz réels dont la température n’est pas trop proche du zéro absolu et dont la
pression n’est pas trop élevée.

4.5.1 Remarques quantiques

Soit N particules indiscernables, indépendantes et de spin nul, dans une boite cubique de
coté L. Ces particules étant indépendantes, I’énergie du systeme est la somme des énergies
cinétiques de chaque particule : la fonction de partition Z du systeme peut étre obtenue a
partir de celle d’un particule libre dans une boite cubique.

Pour une telle particule, les niveaux d’énergie sont donnés par

T2 h?
2mV2/3

ou ng, ny et n, sont des nombres entiers strictement positifs. Ainsi, la fonction de partition
Y 4 el
s’écrit

€= (n? +n} 4+ n?)

I £x +x gnz + ng +n?)
kgT

nr=1ny=1nz=1

n’e ’ o €o o
€= E exp ( 2 ) ~ /0 exp( 2 x%) dx

n=1

soit

a la limite ou les niveaux d’énergie sont proches comparés a 1’énergie d’agitation thermique des
particules, ce qui est tout a fait envisageables aux températures qu’on considere.
On obtient ainsi aisément

3
- kT B mkgT 3/2 v 2mmkgT 3/2 v
WV 4e, o\ 22 N h?
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En ce qui concerne notre gaz, on en déduit que

€N ( m )3N/2 VN

== — -
N! 2rh? 3 N!

puisque les particules sont ici quantiquement indiscernables.
Par conséquent,

3
logZ =N [logV—i——log(

m 3
-1 — log N!
5 ) 5 ogﬁ] 0g

2w h?
Comme N est tres grand, la formule de Stirling permet d’écrire

m
27 h?

logZ =N [log%—kglog(

)—glogﬁ—l—l}

C’est alors qu’on peut en déduire quelques propriétés thermodynamiques. Par exemple, la

premiere loi de Joule,

log Z
_OlosZ 3.y 7

(E) = 95 2

la capacité calorifique a volume constant

et I’équation d’état des gaz parfaits

_ 10logZ _ NkgT

P = —
g oV %
2
PV = NEkgT = 3 (E)
L’entropie est donnée par
_ _ (E)

vV 3 m 5
S = Nkp |log—+ =1 — —
BlOgAf+2 Og(2wﬁw>_+2]
qui constitue 1’équation de Sackur-Tétrode.
Le potentiel chimique s’obtient par

B dlogZ vV (mkgT\*? Vo3 mkpT
o= —kﬁBT ON = —k’BT logﬁ ( O h2 > = kBTlogN — §kBT10g O h2

La quantité N/V représente la concentration du gaz : u augmente lorsque la concentration
augmente, ce qui traduit que dans un milieu inhomogene, les particules ont tendance a aller
des zones de grand p vers celles de plus faible p, c’est-a-dire des zones de forte concentration
vers celles de faible concentration.
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4.5.2 Calcul classique
Considérons une particule libre enfermée dans un volume V quelconque. Sa somme d’états

s’écrit - N
_[drdp P
&= / o PG T

soit apres sommation sur le volume

e=v [ [ [arest-5 00

On peut, afin de calculer cette intégrale vectorielle, passer par les coordonnées sphériques pour
lesquelles dp = 4mp? dp,

I B P 3/2
/// dp exp(—kaBT) =4 /0 p-dp exp(—2kaT) = (2rmkgT)

ou par les coordonnées cartésiennes avec

252 +o0 p2 3
/ / / dp exp(=5 ) = </ ap eXp(_kaBT)) = (2mmbs )"




Annexe : quelques remarques
probabilistes
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