
RAYONNEMENT DU CORPS NOIR.

Le but de cet exposé est de trouver la composition spectrale du rayonnement thermique en utilisant
uniquement des connaissances d’un élève de PC.

1 Cavité résonnante.

On se servira ici de la théorie des cordes vibrantes.

Soit une cavité cubique de coté a (soit 0 < x < a, 0 < y < a et 0 < z < a). Une onde
électromagnétique dans la cavité est un phénomène ondulatoire avec des conditions aux limites sur
les parois. Quelle que soit la façon dont se dérouleraient en fait les calculs, on se ramenerait à un
problème de la nature suivante :

Trouver une fonction f(x, y, z, t), solution de l’équation de d’Alembert et s’annulant en x = 0,
x = a, y = 0, y = a, z = 0 et z = a.

Par analogie avec une corde vibrante, on va chercher une solution de la forme :

f(x, y, z, t) = fmax sin(` π x/a) sin(m π y/a) sin(n π z/a) sin(ω t)

avec `, m et n entiers. Si l’on reporte dans c2 ∆f = ∂2f
∂t2

, on en déduit que les pulsations possibles
sont quantifiées par :

ω(`,m,n) =
π c

a

√
`2 + m2 + n2

Une valeur du triplet (`,m, n) est appelé mode de vibration.

2 Dénombrement des modes.

On se servira ici d’un peu d’astuce et d’un peu de cristallographie.

On veut compter le nombre de modes tels que Ω < ω(`,m,n) < Ω + dΩ

Pour cela, associons à chaque mode un point de coordonnées X = `, Y = m et Z = n dans une
représentation tridimensionnelle de repère OXY Z. Les points à coordonnées entières forment ainsi un
réseau cubique d’arête unité. Le nombre de points contenus dans une surface fermée de volume V est
bien sûr proportionnel à V , mais on peut aller plus loin en affirmant que numériquement le nombre de
points est V ; en effet, un cube de coté N et de volume N3 contient N couches de N lignes de N points
donc N3 points.

On veut :
Ω <

π c

a

√
`2 + m2 + n2 < Ω + dΩ

soit encore dans OXY Z
aΩ
π c

<
√

X2 + Y 2 + Z2 <
a (Ω + dΩ)

π c

Le point representatif du mode doit donc être entre les sphères de rayon R = aΩ/π c et de rayon
R + dR avec dR = adΩ/π c donc dans un volume 4 π R2 dR qui se confond donc avec le nombre dN de
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modes ; on a donc :

dN =
4 a3 Ω2

π2 c3
dΩ

En fait, il faut introduire deux corrections :
– puisque X = `, Y = m et Z = n sont entiers, il ne s’agit pas de sphères mais de huitièmes de

sphères ; il faut diviser par 8,
– une onde électromagnétique présente a priori une polarisation elliptique qu’on peut toujours

considérer somme de deux rectilignes, chaque mode est donc somme de deux modes plus simples ;
il faut donc doubler.

Finalement :

dN =
a3 Ω2

π2 c3
dΩ

3 Énergie moyenne d’un mode.

On se sert ici de la statistique de Maxwell-Boltzmann et de séries entières.

Soit un mode de pulsation ω et appelons p le nombre de photons véhiculés par cette onde. On
rappelle que pour un photon de fréquence ν = ω/2 π, son énergie est h ν = (h/2 π) ω = ~ ω (où, par
définition, ~ est une notation pour (h/2 π)).

Si l’onde véhicule p photons, son énergie est Ep = p ~ ω et la probabilité d’avoir cette énergie est
Πp = A exp(−Ep/k T ) = A exp(−p ~ ω/k T ) où A est une constante, k la constante de Boltzmann et
T la température absolue.

On détermine A par le fait que la somme des probabilités est 1, soit :

p=∞∑
p=0

Πp = 1

soit, en posant x = exp(−~ ω/k T ) :

1 =
p=∞∑
p=0

A xp =
A

1− x

d’où A = 1− x = 1− exp(−~ ω/k T )

Au sens statistique, l’énergie moyenne Ē observée est la somme des énergies possibles pondérées de
leur probabilités soit Ē =

∑
Πp Ep, soit :

Ē(ω) =
∑p=∞

p=0 (p ~ ω)(A xp) = A ~ ω x
∑p=∞

p=0 p x(p−1) = (1− x) ~ ω x d
dx

(∑p=∞
p=0 xp

)
=

(1− x) ~ ω x
d
dx

(
1

1− x

)
= (1− x) ~ ω x

1
(1− x)2

= ~ ω
x

1− x
=

~ ω
exp(−~ ω/k T )

1− exp(−~ ω/k T )
=

~ ω

exp(~ ω/k T )− 1
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4 Densité spectrale d’énergie.

Si l’on multiplie le nombres de modes entre Ω et Ω + dΩ par l’énergie moyenne d’un mode Ē(Ω),
on obtient l’énergie moyenne dE dans la cavité pour cette bande élémentaire de pulsation. Donc :

dE =
a3 Ω2

π2 c3

~ Ω
exp(~ Ω/k T )− 1

dΩ

Si l’on divise par le volume a3 de la cavité, on obtient l’énergie volumique moyenne dEv dans cette
bande de pulsation et l’on fait apparâıtre une densité spectrale d’énergie volumique en divisant par la
largeur dΩ de la bande, d’où :

dEv

dΩ
=

Ω2

π2 c3

~ Ω
exp(~ Ω/k T )− 1

5 Énergie volumique totale.

Il suffit d’intégrer, donc :

Ev =
~

π2 c3

∫ ∞

0

Ω3

exp(~ Ω/k T )− 1
dΩ

Le changement de variable ξ = ~ Ω/k T , d’où dξ = ~ dΩ/k T conduit à :

Ev =
~

π2 c3

(
k T

~

)4 ∫ ∞

0

ξ3 dξ

exp(ξ)− 1

L’intégrale en ξ est une constante universelle qu’on pourrait évaluer par un algorithme numérique ;
il se trouve qu’on peut monter (au niveau licence de maths) qu’elle vaut π4/15, d’où :

Ev =
~

π2 c3

(
k T

~

)4 π4

15
=

π2 k4 T 4

15 c3 ~3

Ce résultat est connu sous le nom de loi de Stefan. On peut en déduire que la puissance surfacique
qui sort d’un petit trou en surface de la cavité est :

Ps =
c

4
Ev =

π2 k4 T 4

60 c2 ~3

qui est une autre forme, plus connue, de la loi de Stefan.

On trouvera, dans mon petit topo sur la photométrie, la justification, via la notion de luminance,
la justification de Ps = c

4 Ev ; il faudra faire la synthèse de deux résultats, je ne vais quand même pas
tout vous faire.
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