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Chapitre 1

Fonctions Analytiques

1.1 Le plan complexe

1.1.1 Rappels

Soit z € C, alors 3! (z,y) € R? tel que 2 =z + i y.

On définit le module de z comme |z| = /22 + y2.
On peut aussi repérer z par des coordonnées polaires, en posant : z = pet?,

avec tanf = = et p = |2|.
x
Ona:

— si z =0, alors 6 n’est pas défini,
— si z #0, alors 6 est défini & 2k7 pres.

1.1.2 Topologie dans le plan complexe

On définit une distance dans le plan complexe par :
\ (21,22) S (C2, d(21,22) = |Z1 — ZQ|

Définitions
— On appelle disque ouvert de centre 2y et de rayon r > 0 l’ensemble :

D(zg,7r) ={2€C/ |z — 2| <7}

Im

» Re

— On appelle voisinage d’un point zo un disque ouvert quelconque de centre
20

— Un sous-ensemble U de C est un ouvert si chaque z de U posséde un
voisinage entierement inclus dans U.

— Le complémentaire par rapport ¢ C d’un sous ensemble ouvert est dit
fermé.
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— On définit le disque fermé de centre zo et de rayon r, comme :

D(zg,r) ={2€C /|2 — 20| <1}

Définition (Connexe)
Un sous-ensemble U de C est connexe si deuz points quelconques de U
peuvent étre rejoints par une ligne polygonale incluse dans U.
Si de plus U est ouvert alors il est appelé domaine.

U est simplement U est doublement U n'est pas
connexe connexe connexe

1.2 Fonctions d’une variable complexe
1.2.1 Premieres définitions

Définition
Soit U une partie de C. On appelle fonction d’une variable complexe une
application :

f:U—=C

Ona f(x+iy) =ulz,y)+iv(z,y), ot u et v sont deux fonctions réelles
de deuz variables réelles.

FEzxemples
of: C — C
z4+iy — 22 —y>+2zy
z — 22
of: C — C
T+iy — T—1y
Z = Z
of: C — C
x+iy —> e cosy+ie®siny
z — €° (exponentielle complexe)
of: C — C
TH+iy +— clrel cosx+i76 y;ey sinmziezz+ezz
Z +—> COS % (cosinus complexe)



1.2. FONCTIONS D’UNE VARIABLE COMPLEXE

1.2.2 Limites et continuité
Limites

Dans la suite du paragraphe, on utilisera f : U — C.

Définition
Soit zg € U. On dit que f tend vers une limite | quand z — 2q si :
Ve>0, Jule) tel que |z —z0| <p=|f(z) =1l <e

Im Im
Re Re
Remarque

D’apres la définition, f a une limite si elle tend vers la méme valeur
suivant toutes les directions du plan. Pour prouver que f n’admet pas
de limite en un point il suffit de trouver deux directions d’approche de
ce point telles que la fonction ne tende pas vers la méme valeur suivant
I’une ou lautre.

Ezemple
f: C\{0} - C
. z2—y? . 2zy
—
$+Zy x2+y2 Z.’E2+y2
z
z — =
z
Pourz e R : lim f(z) =1
z—0
Pour y € iR : lim f(iy) = —1
y—0
Im Im

Re T Re
f n’a donc pas de limite en 0.
Définition
On dit que f admet une limite | quand |z| tend vers +oo si :
Ve>0, JA(e) € R tel que |2| > A= |f(2) 1| <e
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Continuité

Définition
Soit zg € C, et f définie sur un voisinage de zo. On dit que f est continue
en zg St -
— [ admet une limite finie en 2o
— lim f(2) coincide avec f(zo).
2—20

Proposition
[ est continue si et seulement si les fonctions u(z,y) et v(z,y) définies
précédemment sont continues.

Dérivée d’une fonction d’une variable complexe

Définition
Soit zg € C, et soit f définie et continue sur un voisinage de zo. On dit
que f est dérivable en zy si l’expression

f(z) = f(20)
zZ— 20
admet une limite quand z tend vers zg.
On note alors cette limite f'(zo).

FEzxemple
Considérons la fonction f définie et continue sur C, et telle que
f(z) = |z|%. f est-elle dérivable?

Ona :
f(z0 + Az) = f(20)
Az
— Si 29 =0, alors f'(20) =0, f est donc dérivable en 0.
— Si zg # 0, alors on se rameéne 3 'exemple précédent.
Donc f n’est pas dérivable en dehors de 0.

Az —
=ZOA—Z+%+AZ

Proposition
Soient A€ C et f,g: C — C dérivables. On a :

Af) = Af

(f+9) = f'+4

(f9) = fg+fg

(g) = gfg;2fg, avec g(z) # 0

(fog) = 4¢'(fog)
Conditions de Cauchy-Riemann
Proposition

Soit f = u+iv une fonction définie et continue sur un voisinage de zp.
Si f est dérivable en zg = xo +1 Yo, alors u et v admettent en (xg,yo) des
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dérivées partielles premiéres par rapport & chacune de leurs variables, et
ona:

bu_ov_ou_ o
dxr 9Oy Ody  Ox

Démonstration
Par hypothese f est dérivable en zq, donc f'(zg) existe.
Pour démontrer Cauchy-Riemann, on va considérer deux directions
différentes pour aller vers zo et on va utiliser le fait que la limite de
f(z0 + Az) — f(20)
z =20
— approche suivant l’axe réel (Ay = 0) :

en zo est la méme suivant toutes les directions.

lim f(z0 + Az) = f(z0) - lim u(xo + A, yo) — u(zo,yo)
Az—0 Az Az—0 Az
+i lim v(zo + Az, y0) — v(Z0,Y0)
Az—0 Az
ou

.0
= %('TOJ:UO) + %(l‘o;yo)

— D’approche suivant ’axe imaginaire donne :

 f(zo+A2) = f(z) _Bu Lo
TR T gy ) i g (enw)

On obtient la condition de Cauchy-Riemann en égalant les deux résultats.

Remarque
Cette proposition n’admet pas de réciproque si on ne suppose rien d’autre
sur les fonctions coordonnées u et v de f, car on ne considere que deux
directions d’approche particulieres de zg.

FExemple
Soit la fonction f définie sur C par

? 4y Py
f(2) =4 27+ g2 zx2+y2 siz#0
0 siz=0

f est continue en tout point de C et vérifie les relations de Cauchy-
Riemann en 0. Cependant on voit que :

A
— suivant 'axe réel : lim f(Az) =141

Az—0 Az
Az 1+
— suivant la premiere bissectrice : lim 1(42) 1
Az—0 Az 2

La fonction f n’est donc pas dérivable en 0, malgré le fait qu’elle vérifie
les relations de Cauchy-Riemann.

Proposition
Si les fonctions u et v admettent des dérivées partielles premiéres conti-
nues sur un voisinage de zg et si ces dérivées satisfont aux relations de
Cauchy-Riemann en z = zg, alors f est dérivable en zg.
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Remarque
Si f est dérivable en un point z, alors on a :

_Ou . Ov Ov .Ou _ Ou .Ou Ov . 0Ov

1 va 7 _ 2 _ s 7 i
f(z)_0x+10x oy Z@y ox Zay 8x+18y

Fonctions analytiques (ou holomorphes)

Définition
On dit d’une fonction f qu’elle est analytique dans un ouvert U du plan
complexe si et seulement si elle est dérivable en tout point de U.

Proposition
Soit f analytique sur un domaine Q. Si u et v sont de classe C? sur (Q,
alors u et v satisfont l’équation de Laplace dans ) :

%u | u
922 " g 7"
v 0w
922 T o2 0

Démonstration
On utilise Cauchy-Riemann et le théoreme de Schwartz d’interversion des
dérivées partielles pour une fonction de classe C? de deux variables.

Fonctions entiéres

Définition
On appelle fonction entiére une fonction analytique sur tout C.

Ezemples
f(z) =expz et f(z) = 2% sont des fonctions entieres.

1.3 Intégration dans le plan complexe

1.3.1 Introduction

Définition

Soit v : J = [ta,ts] = C, avec [tq,tp] C R, tel que :

— 7y peut étre décrite par y(t) = z(t) +iy(t) ot = et y sont continues sur J
et ©' ety' continues par morceauz sur J

— v est injectif, sauf peut-étre auzx extrémités (pas de points multiples, sauf
éventuellement a=b).

Alors v est appelé chemin.

Si de plus a = b, y est appelé contour.

(N.B. : Cette définition assez restrictive d’un chemin ne correspond pas a

la définition générale que l’on trouve dans les ouvrages de mathématiques)
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Im B Im
Y
Y A=B
A
Re Re
Chemin Contour
Im Im
Y Y A=B
SO e (OO
Re Re
Pas chemin Pas contour

1.3.2 Intégration le long d’un chemin

Soit v un chemin et soit f définie en tout point de ce chemin. Soit {zg, ..., 2n }
une subdivision de v, avec zop = a et 2z, = b. Soient de plus &1, ..., &, tels que
Vie[l,n], & € ]zi—1,2[. On définit la suite :

n

I =Y f(&) (2 — 2z1)-

k=1

Définition
Si, quand n — oo de maniére d ce que |z — zg—1| = 0 pour tout k de
[1,n], la somme I, tend vers une limite indépendante du choiz des z, et
des &, alors cette limite est appelée intégrale de f le long de v et est

notée :
[ 1@ a
¥
Propriété

Si f est continue sur -y, alors son intégrale le long de v eziste.
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Si on sépare la partie réelle et la partie imaginaire, on a :

In =Y [w(é) (@ — z1) — v(&) (Uk — yk—1)]

k=1

+ Z [v(&) (@ — Tr—1) + u(&) (Y& — Yr—1)]
k=1

donc dans les mémes conditions que tout & ’heure, en faisant tendre n vers
I’infini, on a :

I= /(udw — vdy) —}—i/(vdm—}—udy)
¥ v

Les deux intégrales curvilignes qui apparaissent dans ’expression de T
peuvent étre réduites a des intégrales ordinaires en utilisant le paramétrage
de v: 2(t) = z(t) + i y(t). On obtient alors :

I:/tbf(z(t)) 2(t) dt

a

FEzxemples

1. On considere f(z) = z, intégré sur y paramétré par z(t) = Re2"t.

Alors :
-site[0,1],ona:
1

1 . ,
I= / Re”™ x R2ime* ™ dt = —R?
0
-site[0,1,onal=0
1 .
2. On considere f(z) = ot intégré sur v : 2(t) = Re?™, t €[0,1].

19, 2imt
2im R e**™ )
I:A WdtZZW

NB : le résultat est indépendant de R.
Cas particulier
Soit f admettant une primitive, i.e. 3 F telle que F' = f sur un domaine

Q de C
On intégre f sur un chemin v contenu dans €2, et on a :

= / F(z)dz = F(b) — F(a)
y
si a et b sont les extrémités du chemin considéré.

FEzxemple .
Reprenons 'exemple précédent : f(z) =z et v: ¢ € [0, 1] — Re*™t,

iR

fyf(z) dz = B z2]R =-R’
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1.3.3 1Inégalité de Darboux

Proposition
Soit f intégrable sur un chemin v de longueur curviligne L.
Soit M = sup.,(|f|) (on suppose que M est fini).
Alors on a :

I|<ML

Démonstration
En utilisant l'inégalité triangulaire sur un élément de la suite I,,, et en

n
utilisant le fait que |f| < M, et que Y |z — zx—1] < L, on a le résultat
k=1

de la proposition.

Im
] z2
Zn

zn-1
z1

» Re

Jusqu’a maintenant, on n’a fait aucune hypothese particuliere sur les fonc-
tions considérées, on ne s’est intéressé qu’aux fonctions continues sur +.

1.4 Intégration de fonctions analytiques

1.4.1 Théoréme de Cauchy et conséquences

Théoréme de Cauchy
Soit un domaine Q0 simplement connexe, soit f analytique sur Q, et soit
v un contour quelconque dans Q.
Alors

/Wf(z)dzZO

Proposition
Soit f analytique sur un domaine simplement connexe, soit A et B deuz
points de ce domaine et soit v, et y2 deux chemins ayant pour extrémités

A et B, alors on a :
f(z)dz= [ f(2)d
[n (2)dz [m (2)dz
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12

Démonstration
On integre f sur le contour v = 1 + (—72), ol —7, correspond au chemin
7, parcouru en sens inverse, et on utilise la linéarité de l'intégrale.

Remarque
Si le domaine n’est pas simplement connexe, le théoréme
ne s’applique pas :
(z) dz = 0 mais en général / f(z)dz #0.
71 Y2
Définition

— Soit y1 et o deux contours d’un domaine ). On dit que ces deux contours
sont homotopes si on peut passer de l'un o autre par une déformation

continue en restant dans €.

%///{fn,g{{//////%/% yl y2 homotopes

Z

7
(f/;"o'::;;;ﬂi// / y2 y3 non homotopes

— Un contour est dit homotope & un contour ponctuel dans Q0 s’il est homo-

tope a un contour réduit a un point appartenant a Q.
— Un domaine Q est simplement conneze si tout contour de Q est homotope

a un contour ponctuel.
— Un domaine Q multiplement connexe est un domaine simplement connexe

dont on a retiré un ou plusieurs domaines simplements connexes.

Proposition
Soient f une fonction analytique dans un domaine Q0 pouvant étre non

simplement connexe et deur contours 1 et v2 de @ homotopes dans Q,
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alors on a, en prenant la méme orientation pour les deux contours :

F=1r
71 Y2

FExemple
En reprenant la figure précédente :

(2)dz =0 et /f(z)dz =L2f(z)dz

Y3 71

Démonstration
On considére un contour T' = 1 +4' 4+ (—72) ++" homotope a un point.
Les contributions de 7' et 7" se compensant, on a :

/Ff=0= (1]

V2

Proposition
Soit f analytique sur un domaine simplement connexe §2, alors f admet
une primitive sur ).

1.4.2 Formule intégrale de Cauchy

Proposition
Soit f analytique sur un domaine Q0 simplement connexe, et z € Q. Alors
on a, pour tout contour v de ) orienté positivement et entourant z :

f) = g [ 1)

= — T
24w 2 =2z

dz'

Démonstration
f est analytique donc continue sur 2. On a donc :

Ve>0,3r >0, |2 —z|<r=>|f(Z) - f(z)| <€

Considérons le cercle 4" de centre z et de rayon r.

I —
v e |[FE) 1@ =
2l —z T
Le théoréme de Darboux donne donc :
N _
JRES Crvpp:
' 2l —z r
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En faisant tendre ¢ vers 0, on trouve :

f(z") (2)
,z'—deI - ,z'—deI
v v
dz'
= 1 N 2 —z

= f(2)2in (cf 1.3.2)

1.4.3 Dérivabilité n-ieme des fonctions analytiques

Proposition
Soit f analytique sur un domaine Q, alors f est de classe C™ sur ().
Si de plus Q est simplement conneze, pour tout contour y entourant z
on a:

f(")(z) = "_' /y %d,&:’

2w

1.4.4 Théoréme du maximum

Définition
Soit g une fonction de la variable compleze. On dit que |g| admet un
mazimum local relatif en z = zg s’il existe un voisinage U de zg tel que :

Vz e U, |g9(2)| < |9(20)|
Si linégalité est stricte, i.e. :
Vz € U, |9(2)| < |g(20)|

alors le maximum local est dit strict.

Théoréme
Soit f une fonction analytique sur un domaine Q. Le module |f| ne peut
présenter de mazimum local strict en un point zg € Q.

Démonstration
Supposons qu’il y ait un maximum strict en zg, alors on peut trouver un
voisinage V de zg tel que Vz € V, | f(2)| < |f(20)].
Considérons le chemin v défini comme le cercle de centre 2y et de rayon
r>0.0na:
v y(t) = 2o +7e¥™ t€[0,1]

D’apres les théoremes précédents, on a :

ERNO

f(20) =

24w 52— 20
D’apres le théoreme de Darboux, on a une majoration :

f(z)

z— 20

1 (20)] < o sup

< 2mr = sup |f(2)|
27 ZEY

zEY




1.5. SERIES DE FONCTIONS D’UNE VARIABLE COMPLEXE 15

Donc il existe z € v tel que |f(2)| = |f(z0)| et 20 n’est pas maximum
strict.

Proposition
Soit f analytique sur un domaine Q. Si en un point zg € Q, |f| présente
un mazimum local relatif, alors f est constante sur €.

1.4.5 Théoréme de Morera

Théoréme (Morera)
Soit f une fonction continue dans un domaine Q simplement connezxe. Si
pour tout contour v € C on a

[yf(z)dz =0

alors f est analytique sur ).

1.4.6 Théoréme de Liouville

Théoréme (Liouville)
Soit f une fonction entiére.
Si f est bornée (i.e. AM € Ry tel que Vz € C |f(2)| < M), alors f est

constante.
Démonstration
f est entiere. Soit z¢p un point de C et soit v le cercle de centre 2y et de
rayon R.
1 f(z)
f'(z0) = —/ 5 dz
24 J., (2 — 20)?
1 M M
! <—=2rR=—
|f (Z0)| N or R2 7T R
En faisant tendre R vers +oo on montre que |f'| = 0 donc que f est
constante.
Remarques

— Attention & bien vérifier que le module de f est borné :
ce n’est pas le cas de z — sin z par exemple

— Le théoréme de Liouville permet de démontrer facilement le théoréme de
D’Alembert-Gauss

1.5 Séries de fonctions d’une variable complexe
1.5.1 Généralités

Définition
Soit une suite de fonctions (gn(z))n N’ On appelle série de terme général
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gn(2) la suite :

Sn(z) = Z gn(2)
k=0

Définition (Convergence simple)
On dit que (Sp)nen converge simplement dans un sous-ensemble U de C
et que sa somme est S(z) si et seulement si :

VzeU, Ve >0, AN = N(z,¢), n> N = |S(2) — Sp(2)| <e

Définition (Convergence uniforme)
On dit que la série (Sp)nen converge uniformément vers S si et seulement
si, les deux propositions étant équivalentes :
-Ve>0, 3N =N(e), n>N = |S(z) — Sp(2)| <e,VzeU
-Ve>0, 3N =N(e), n> N = sup |S(z) — Sp(2)| <e
zeU

ATTENTION
La convergence uniforme demande des hypotheses beaucoup plus fortes
que la convergence simple, les z n’étant pas choisis au début de la
définition. La convergence uniforme implique de maniére évidente la
convergence simple.

Propriétés des séries uniformément convergentes

1. Si(Sy) converge uniformément dans U C C et si Vn € N, g, est continue
en un point 2o € U alors la somme de la série des g, est continue en 2.

2. Si(Sy) converge uniformément le long d’un chemin v et si¥n € N, g, est

continue, alors
/ @)gn(z)) =3 ( [t i)

n=0

3. Si quel que soit n € N, gn(z) est analytiqgue dans un domaine Q et si (Sy,)
converge uniformément dans tout disque fermé contenu dans Q, alors la
somme S est analytique dans Q) et :

S'(z) =) gn(2)

Proposition (Critére de Weierstrass)
Sivn €N, on a :
lgn(2)] < an VzeU

avec a, terme général d’une série numérique convergente, alors la série
> gn converge uniformément sur U.

Définition (Convergence absolue)
On dit que (Sp)nen converge absolument si et seulement si la série Y |gn|
converge.
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1.5.2 Séries entieres

Définition
On appelle série entiére de centre zg et de coefficient a,, la série de terme
général gn(z) = an(z — 20)".

Proposition
dR > 0 tel que :
1. la série entiére > an(z — 2z9)"™ converge absolument dans le disque de
convergence D(zg, R) = {z € C/|z — 20| < R}
2. la série entiére diverge en tout point z tel que |z — 29| > R
R est appelé rayon de convergence de la série.

Im ]
Divergence

onvergen
absolue

i
]/

Si )" gn(2) ne converge que pour z = zp, alors R = 0.
Si )" gn(2) converge dans tout le plan complexe, alors R = +o0.

Ezemple
Etudier la série entiere de terme général g,(z) = z™.
On étudie la série réelle & termes positifs Y |2"| en utilisant le critére de
d’Alembert. Pour tout z appartenant & C, on a :

|gn+1(z)| — |Z|
|gn(z)|
donc :
> |gn(2)| convergesi |z| < 1
> |gn(2)| diverge si|z| > 1
De maniére évidente, si |z| =1 la série D |2™| diverge.
La série entiere Y |2"| converge normalement sur le disque ouvert unité.

Proposition
Soit " an(z — 20)™ de rayon de convergence R. Dans tout disque fermé

D(z0,7) avec r < R, la série entiére converge uniformément.

Théoréme (Dérivation)
Soit la série entiére Y an(z — 20)™ de rayon de convergence R. On a :
1. Le rayon de convergence de la série Y. nan(z — 29)" "' est égal d R.

2. La somme S(z) de la série Y an(z — 20)™ est analytique dans D(zg, R) et
sa dérivée S'(z) en z € D(zo, R) est :

S'(z) = Z nan(z — 20)" "
n=0
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3. Par itération de la proposition précédente, on a :
S(k)(zo) =klag, k>0

d’ou :

S (z)
n! : (

Vz € D(z, R), S(2) = i

n=0

z—z)"

1.6 Séries de Taylor

1.6.1 Série de Taylor d’une fonction analytique

Définition
Soit f analytique sur le disque ouvert D(zg,r), avec r > 0.
Vz € D(zo,7) on a :

o0

F2) =3 ealz = 20)"

avec N
1 2

= [ LE) gy

Cn 2i7r/7 (2! = zo)H! *

et avec v un contour dans D(zg,r) orienté positivement entourant zg.
Ce développement (qui est unique) est appelé développement de Taylor de
[ autour de zg.

D(zO0,r)
NB : vy n’a pas besoin d’entourer z.
Remarque
_ F" ()
Cn =
n!
Démonstration

Soit v, (t) = 20 + F 2™, 0 <t < 1, avec [z — 29| < 7 < 7.
D’apres le théoreme de Cauchy, on a :

0= 5z [ £ a

24w b W— 2

1 1 1
= X
w—2z w—2y 1-—

Z—20
w—2z0
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et w € 7, donc < 1 donc en développant le deuxiéme terme de

Z—20
w—2zo

I’expression en série entiere, on a :

1 i (z — 20)"
w—z —~ (w — zg)n 1

et

Montrons alors que la série de fonctions & lintérieur de 'intégrale est
uniformément convergente sur .. Par majoration du terme général de la
série et en utilisant l'inégalité de Darboux, on a :

‘f )(z = 20)"| _ 8UP,, |fW)] |z —20]"

N

T

— ZO n+1 f.

Or |%‘l |" est le terme général d’une série géométrique convergente, sa
raison étant inférieure a 1.

Donc par Weierstrass on a convergence uniforme de la série et on peut
inverser les signes somme et intégrale, ce qui donne :

- n 1 fw)
f(z)—;(z—zo) %Lemdw

Or f est analytique donc l'intégration est indépendante du chemin entou-
rant zg. Par unicité du développement en série entiere de f, en identifiant
les coefficients, on a le résultat voulu.

Ezemple

f&) =5, zeC\(0)

f a une singularité en z = 0.

On cherche le développement de Taylor de f en 1.

On considere le disque ouvert D(z9 = 1,7 = 1). f est bien analytique sur
ce disque. Yz € D(1,1) on a :

+oo
= Z cn(z — 20)"
n=0

Pour calculer ¢, :

Méthode 1 :
£ (20)
e = n!
f(”) B (=) (n+1)!
- on+2

e = ()" (n+1)
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Méthode 2 :
1 1
- = - 1z2=14+7
= AL avec : z +
-2 -2)(-2-1
= 1+TZ+()(27')Z2+... (1Z] < 1)
= 1-2(z-1)+3(z-1>+..
Remarque

C’est la présence d’une singularité & lorigine pour f(z) = z% qui
limite le rayon de convergence de la série entiere
SED*(n+1)(z—1)"al.

Proposition
Soit f(z) une fonction analytique dans un domaine Q, et soit zg € Q.
Pour tout 2’ appartenant au plus grand disque ouvert de centre zg contenu
dans Q, la série de Taylor S(2') = > cn(2' — 20)™ est convergente et a
pour somme f(2').

Proposition
Si f est entiére, alors la série de Taylor de f de centre z9 € C
— /™ (20)
Z —— (2 — 20)" est convergente et a pour somme f(z) pour tout
n!
n=0

2 de C.

1.6.2 Zéro d’une fonction analytique

Définition
Soit f une fonction analytique dans un domaine Q0 et non identiquement
nulle sur €.
S’il existe zg € Q tel que f(z0) = 0, alors zg est un zéro de f. De plus,
on dit que zo est un zéro d’ordre m € N* si :

Vi<m—1, fD(z) =0 et f™(z)#0

Remarque
Si 29 est un zéro d’ordre m, alors on peut mettre f sous la forme
f(z) = (2 —20)™h(z), avec :

o - f(m+k) (20)
h(z) = l;(z — z)* mr k)

La fonction h ainsi définie est analytique dans 2 et dérivable donc conti-
nue en 2y et ne s’annule pas sur un voisinage de zo.

Définition (points isolés)
Soit z et z' deuz éléments de C. On dit que ces deux points sont isolés si
il existe V' et V' respectivement voisinages de z et 2', tels que VNV' = &.
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Théoréme (théoréme des zéros isolés)
Les zéros d’une fonction analytique non identiquement nulle sont isolés.

Conséquence : prolongement analytique
Soit f1 et fo deux fonctions analytiques sur 2 et soit U un ouvert non
vide de ().
SiVz e U, f1(2) = f2(2) alors f1 = fa pout tout z € Q.
Cas particulier : si une fonction f analytique est nulle sur U alors elle
est nulle sur 2.

Remarque

Cette proposition reste vraie si U est un arc de courbe non réduit a un
point.

1.7 Séries de Laurent et résidus
1.7.1 Série de Laurent

Définition
On définit la couronne ouverte de centre zg, de rayon Ry et Ry par :

C(Zo,R1,R2) = {ZE(C / 0< R < |Z—ZO| <R2}

Remarque )
Si R; =0, on note C(zo,0, R2) = D(z0, R2), qu’on appelle disque pointé.

Proposition
Soit f analytique sur C(29, R1, R2), alors :

Vz € C(z0, R1, R»), f(z) = io cn(z — 20)"
avec : _
¢n = %l%di Vn € Z\{-1}
c_1 = %[yf(z')dz'

et v un contour quelconque orienté positivement, inclus dans la couronne
et entourant 2.
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Ce développement est appelé développement en série de Laurent et il est
unique.

Démonstration
v est homotope & un contour I' proche de 72 — ;1 et entourant z.

On fait le dévelopement de Taylor de f sur 7., ce qui donne les ¢, pour
n > 0.

Pour 4 on a |w—2zp| < |2— 20|- Il faut donc refaire le méme raisonnement
que pour Taylor mais en considérant :

1 1 1

w—2z0
Z—Z0
oo

B 1 Z(w—zo)"

- z—20 = z—zo)”
Z w0l
Z—ZO

=1

w—2z z2—2p1—

On obtient ainsi les ¢,, pour n < 0.
Remarque
Si f est analytique sur D(zq, Ry) alors les coefficients ¢,, sont nuls pour

n < 0.

FEzxemple

1
= RrR*
J@)=_— acRy

f posseéde une singularité en a. On cherche le développement en série de

Laurent de f autour de zy = 0.
Cas 1 : |z| < a, f est analytique sur D(0, R) avec |z2|] < R < a

fz) = -
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Cas2:|z| >a
f est analytique sur C(0, Ry, R2), avec a < Ry < |z| < Rs.

1 1 1
) = z—a_gl—%
1 a a
= ;+z—2+ 3+

1.7.2 Points singuliers

Définition
— Soit zg un point au voisinage duquel f n’est pas analytique. On dit que zg
est un point singulier de f.
— Soit 29 un point singulier de f. S’il existe un disque ouvert pointé (i.e.
privé de zp) de centre zo et de rayon r > 0 dans lequel [ est analytique,
alors on dit que 2o est un point singulier isolé.

Exemples

1
1. f:z— Pt le point zp = 2 est un point singulier isolé.
- —

1
2. f:2z+— —,le point 29 = 0 est un point singulier non isolé.
n

z

N.B. : Dans tout ce qui suit, on supposera les points singuliers isolés.

Dans le cadre de cette hypothese, si on prend f admettant un point singulier zg,
et que ’on considere sa série de Laurent associée autour de zg, on a, en notant

bp=c_,eta, =cp,:

oo bn oo "
f(z) = n; G +T;]an(z — 20)

partie singuliére
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Définition

1. Si tous les b, sont nuls, la fonction est analytique dans D(zq,r) et on dit
que zg est une singularité apparente.

2. Si les by, sont non tous nuls, i.e. s’il existe un b, non nul tel que b, =0
pour tout n > m, alors zg est un pole d’ordre m et :

Vz € D(z20,7), f(2) = .

Sim =1, on dit qu’on a un poéle simple.

3. S’il existe une infinité de b, non nuls, la singularité est dite essentielle

FEzxemples

1. z+—> s‘% : zop = 0 est une singularité.
Les b, sont tous nuls et on a :

—1)n/2 . .
a. = W sl n est paire
n : . . .
0 si n est impaire

g1z 2£0
Z— { Oz =0 est analytique et 2y est une singularité apparente.

2. z+— L5 : 29 = 2 est une singularité.

C’est un pole d’ordre 1.

3. 2+ e/ : 25 = 0 est une singularité.

» 1 11

€ = 1+ + .. +mz—n+
apg = 1
a, = 0 Vn >0
1
n.

Zg est un singularité essentielle.
Définition

Une fonction ne possédant pas d’autres singularités que des poles dans
un domaine Q) est dite méromorphe dans ).

1.7.3 Résidu en un point singulier isolé
Définition

Soit zg un point singulier isolé de f. Soit D(zo,r) un disque pointé ne
contenant pas de point singulier de f.

VzED(zo, Z =) +Zanz—zo)
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Le coefficient by est appelé résidu de f en zg et est noté Res(f, zo).
On a donc :

Res (f,20) = o~ [ £(2)dz
ol

ot vy est un contour orienté positivement inclus dans D(zo,7) et entourant
20-

Remarque
Si 2z est une singularité apparente de f alors Res (f, 29) = 0.

Calcul pratique de résidus

1. Si zp est un pole simple

f2) = 2 4 g(2)

Z = Z0

ou g(z) =ag +ai1(z —2) + ... est une fonction analytique au voisinage
de zg et nulle en z9. On a donc :

lim (z — 20)f(2) = by

Z—20

d’ou :

Res (f,20) = lim (z = 20) f(2)

2. Si zg est un pole d’ordre m

1 4!

Res (f,20) = zli_{glo (m = 1)1 dm—1 [(2 = 20)™ f(2)]

En pratique il vaut mieux calculer directement le développement pour des
poles d’ordres élevés.
Proposition
z
Soit f(z) = 9(2)
z — 2
telle que g(z0) # 0.

avec g une fonction analytique au voisinage de zg et

Ona :
Res (£, 20) = g(20)
Proposition
Soit f(z) = % avec g et h deuz fonctions analytiques au voisinage de
2o et telles que g(20) # 0 et zg est un zéro simple de h.
On a alors : (20)
A
Res (fa Zo) - ]’LI(Z())
Démonstration
Res (f,2z0) = lim (z — 20) 9(z) = g(z0) lim ks — 9(z0)

5 (2) 2% h(z) — hiz) W (x0)
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1.7.4 Théoreme des résidus

Théoréme des résidus
Soit Q un domaine simplement connezxe de C et soit (21, ..., 2,) un nombre
fini de points de Q isolés et distincts. Soit de plus f analytique dans
O\{z1, ..., 2n}. Si on prend v un contour contenu dans Q et entourant les
2,1 € [1,n], sans rencontrer ces points, et orienté positivement, alors :

/f(z) dz = Qiﬂi Res (f, zx)
7 k=1

Démonstration

or

/ f(z)dz = —2im Res (f, z)
Te

d’ou le résultat.

1.7.5 Application des résidus au calcul d’intégrales

Ezemple
Calcul de I = /

too dy
oo 1+ 22

sur C\{+1, —3}.

Considérons pour cela f(z) =

1422
i et —i sont des poles simples.
Im
y2
[
> Re
R V1 R
-i
Y(R) = 11 (R) + v2(R) avec :
n(R) : t — (2t—-1)R
{VZ(R) -t — Reint te[o;l],R>1
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/f‘z)dz — dirRes(f,i) =2t = =n
7(R)

24
+R d
= / Lo+ | f2)dz
—r L+ JoR)
Or
Vzey(R) [1+2°] > R*-1
1 < 1
1+22| © R2-1
TR
f()dz| € =———
/72(R> C R -1
On en déduit que Rlim / f(2)dz = 0 (ce résultat est immédiat avec les
—00
2 4R I
lemmes de Jordan), puis que lim TS =1I=m
R—oo J_p 142
Remarque

Pour certains calculs d’intégrales, il faut utiliser les valeurs principales de
Cauchy qui sont décrites dans le chapitre 5.

1.8 Lemmes de Jordan

Lemme 1
Soit f une fonction analytique dans le demi-plan supérieur sauf en cer-
tains points (en nombre fini) qui sont des singularités isolées. Si

lim zf(z)=0

|z]— o0
(i.e. siVe > 0,3A=A(e), |z|>A=|z2f(2)|<¢)

alors l'intégrale
/f(z)dz ot y:t— Re™ te[t,t)] 0<t <ty <1
.

tend vers zéro quand R tend vers linfini.

Lemme 2
Soit f une fonction analytique dans le demi-plan supérieur sauf en cer-
tains points (en nombre fini) qui sont des singularités isolées. Si

lim f(z)=0
|z| =00
alors, pour k > 0, Uintégrale

/f(z)eikzdz ol 'y:t»—>Rei"t, t€ft,t2] 0<t1 <ta<1
¥

tend vers zéro quand R tend vers l’infini.
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Lemme 3
Si f est une fonction possédant un péle simple a l'origine on a :

lim/f(z)dzzines(f,O)
v

r—0

ot T est positif et v :t — re™ t €[0,1].

1.9 Fonctions multiformes : la fonction Ln

Rappels
Soit z € R} et X € R.
Ona: X =In(z) < z =e*.

Soit z € C\{0}. On cherche Z = X +iY tel que z = eZ.

X = In|g
Y = 0+2kmkeZ

Z =In|z| + i (arg(z) + 2 k)

z=|z|ei9=eXeiY=>{

Il existe donc une infinité de Z tel que z = eZ, d’ou le nom de fonction
multiforme (ou & détermination multiple).

On peut alors définir une coupure dans le plan complexe (demi-droite partant
de lorigine), et un ensemble Ceoups (C privé de la coupure) dans lequel il n’y a
plus de contour entourant l’origine :

on choisit a € [0, 27| et par convention on impose arg(z) €] — 27 + a, af.

Les arguments sont ainsi déterminés de facon unique.

Im

— coupure

&
Re

(En pratique on prend souvent a # 0 pour ne pas se priver de 'axe réel)
On a alors, | Z =1n|z| + i arg(z) = Ln(z) |, Vz € Ceoups

Le résultat de la fonction Ln dépend du choix de la coupure.

d 1
Dans Ceoups, Ln est analytique et e Ln(z) = —-.
2 z

Cas particulier
On appelle détermination principale du logarithme la fonction Ln avec
pour coupure @ = 7.
On a alors arg(z) €] — 7w, 7 et Cooupe = C\R®.




Chapitre 2

Intégrale de Lebesgue

2.1 Rappels sur l'intégrale de Riemann

Soit f bornée sur un intervalle [a, b] fini de R, et soit z1, ..., z, un ensemble
fini de points de [a, b] tels que a = 29 < 1 < ... < T, < b = Zpy1. On considere
alors un ensemble de {j, k= 1,...,n+ 1 tel que pour tout k € [1,n + 1], on ait

Ty < G < T

Ot----------
A

a x1tx2
&2
On peut donc définir une somme S, telle que :
n+1
Sn="Y_ F(¢k) @k — k1)
k=1

Définition
Si, quand n — oo de maniére & ce que |xp — x_1| — O pour tout k de
[1,n], la somme S, tend vers une limite indépendante du choiz des xj, et
des (y, alors cette limite est appelée intégrale de f au sens de Riemann
sur le segment [a,b] et est notée :

/abf(a:)dx

2.2 Notion de mesure (mesure de Lebesgue)

Soit E un sous-espace de R, et soit (I;);jcs un recouvrement de E par un
ensemble fini ou infini dénombrable d’intervalles ouverts de E.

29
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Rappels
— E est dénombrable s’il existe une bijection entre E et une partie de N (ou
N lui-méme).
Ezemple : les rationnels de [0,1] forment un ensemble dénombrable (on
peu les dénombrer en considérant la suite : 0,1,%,%,2, 5,2, 1 ).
L’ensemble des irrationnels de [0,1] est indénombrable.
— soit F une famille d’intervalles de R. On dit que F est un recouvrement

de E si tout point de E appartient d au moins un élément de F.

Définition (mesure extérieure de E)
On appelle mesure extérieure de E la quantité Mey(E) = (Iinf Z I(I)
Jjli€J
jedJ
avec (1) la longueur de Uintervalle I;.

Remarque

1. Megt(2) =0.

2. Myt (E) > 0.

3. Si A C B, alors My 1(A) < Meyi(B).
4. M (E) peut étre finie ou infinie.

Définition (mesure intérieure de E)
Soit E un sous-espace de R tel que sa mesure extérieure soit finie. Soit
F(E) Pensemble de toutes les parties fermées de E. On appelle mesure
intérieure de E,

Mint(E) = sup  Meqe(K)

KCF(E)

Remarque
On a toujours M;pi(E) < Megi(E).

Définition (notion d’espace mesurable)
St Mint(E) = Mgt (E), on dit que E est mesurable au sens de Lebesgue.
On pose alors pu(E) = M (E) = Moy (E).

Définition (mesurabilité d’un ensemble de mesure extérieure infi-
nie)
Soit E un sous espace de la droite réelle, de mesure extérieure infinie.
On dit que E est mesurable au sens de Lebesgue si E est l'union d’une
infinité dénombrable d’ensembles mesurables au sens de Lebesgue et de
mesure ertérieure finie, deux & deux disjoints. Alors, on dit que la me-
sure de E est infinie, u(E) = +oo0.

Remarque
Soit A et B deux ensembles disjoints et mesurables, on a

p(AU B) = u(A) + p(B).

Proposition
Tout intervalle borné est mesurable. De plus, si b > a, (a,b) € R? alors :

#((a, b)) = p(la, b)) = p(la, ) = p(la, b)) =b—a
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Proposition
Tout ensemble dénombrable de points est de mesure nulle.

Démonstration

— Si E est fini, alors on peut écrire E = {z1,...,2,} avec n € N fini.
Soit € > 0. On définit la suite d’intervalles I;(e) =|z; — 5,75 + 5[,
J = 1..n. L’ensemble des I;(e) forme un recouvrement de E et :

n

Mezt(E) = ZI(IJ’(E)) =E£

Jj=1

On a donc M,,+(E) = 0 et par suite u(E) = 0.

— Si E est un ensemble infini dénombrable, alors il est en bijection avec N.
11 suffit donc de montrer que la mesure de N est nulle.
Pour £ > 0 on recouvre E par 'ensemble infini dénombrable d’intervalles
ouverts I;(e) =|j — 5751,J + 57¢r[- On se ramene a la somme d’une série
géométrique de raison inférieure a 1, donc convergente :

On a donc Myt (E) = Megi(N) = 0 et par suite u(E) = u(N) = 0.

Remarque
La réciproque est fausse : il existe des sous ensembles de R indénombrables
mais de mesure nulle (par exemple 1’ensemble triadique de Cantor).

Ezemples
1. E=QnN[0,1]. On a p(E) = 0 car c’est un ensemble dénombrable.
2. F' =(R\Q) NI0,1]. On a p(E'") =1 car EUE' =[0,1] et que E et E'
sont disjoints.
Définition
Une propriété est dite vraie presque partout si l’ensemble des points ot
elle n’est pas vérifiée est de mesure nulle.

FExemple
La fonction caractéristique des irrationnels inclus dans [0,1] (ou fonction
de Dirichlet) est égale & 1 presque partout sur [0, 1].

1 size (R\Q) Nn[0,1
fo@ = {1 Se€ @) NP1
0 sizeQn[0,1]
2.3 Fonctions Lebesgue-mesurables
Soit f une fonction définie sur un sous-espace E de R mesurable.
Définition

La fonction f est dite Lebesque-mesurable si, Ya € R, l’ensemble
{z € E | f(z) < a} est un ensemble mesurable.
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2.4 Fonctions étagées

Soit E un sous-espace mesurable de R. On notera xg la fonction caracté-
ristique de E, c’est a dire la fonction qui prend la valeur 1 sur tout élément de
E et 0 sinon.

Définition
On appelle fonction étagée toute fonction de la forme :

f@) =) vixm ()
i=1
avec
-neN (n<o0)
— les y; des réels
— les E; des ensembles mesurables deuzx a deux disjoints.

Remarque
— f ne prend qu’un nombre fini de valeurs différentes.
— Si les E; sont des intervalles alors f est dite en escalier.

FEzxemples
1 .
s sixz€e|0,1
fwy =4z Szl
0 sinon

— la fonction de Dirichlet est réelle étagée.

2.5 Intégrale de Lebesgue d’une fonction étagée
positive
Définition
Soit f une fonction étagée positive (i.e. y; € Ry ). On appelle intégrale
de Lebesgue le nombre :

/f dp = Z%N(Ez)

avec les précisions suivantes :
— st y; =0 et si la mesure de E; est infinie, alors y; uw(E;) =0,

- /f dp > 0 (mais peut étre infinie).

Proposition
L’intégrale de Lebesgue d’une fonction positive étagée est finie si et seule-

ment si p({z/f(z) # 0}) est finie.
Définition
Soit A un sous-ensemble mesurable de R, on définit lintégrale de f sur

A :
/AdeZ/fXAdﬂzgym(EiﬂA)
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Ezemple
On considere fp la fonction de Dirichlet. On peut écrire, pour tout € R :

In(z) = 0xqnjo,1) + 1 X®\Q)n[0,1]
Si on prend A = [0, 1] alors :

lLﬁMu=OM@HMHHA%HWKMQNW&HHM

Amw=1

2.6 Intégrale de Lebesgue d’une fonction réelle
positive

Soit f une fonction Lebesgue-mesurable positive, on définit X(f) I’ensemble
des fonctions étagées positives inférieures ou égales a f.

Définition
On appelle intégrale de Lebesgue de f le nombre, éventuellement infini,
tel que :
/fd,u: sup /ed/,t
e€X(f)
Inzpzz 2z
ax = b
\/V
dp
Définition

La fonction est dite sommable au sens de Lebesgue si / f du est finie.

2.7 Intégrale de Lebesgue d’une fonction réelle

Soit f une fonction & valeurs réelles. On peut définir deux fonctions auxi-
liaires f+ etf~ par :

{ﬂw si f(z) >0

0 sinon

0 sinon

@) = {—f@» si f(z) <0

On aalors f = f+ — f~.
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Définition
Une fonction a valeurs réelles f est sommable si et seulement si les deux
fonctions ft et f~ sont sommables, et on pose alors :

/fduz/f+du—/f‘du

Remarques

— si /f+ dp = 400 et /f* dp = —oo alors /f dp n’existe pas.

si /f+ dp = 400 (resp. f7) et /f_ du est finie (resp. f1) alors

/f dp = +o0o (resp. —o0).

/Afdu=/fx,4du

2.8 Intégrale de Lebesgue d’une fonction a va-

leurs dans C

D’apres ce qui a été écrit précédemment, parler de l'intégrale de Lebesgue de
la partie réelle de f et de la partie imaginaire de f a un sens, puisque ces deux
fonctions sont des fonctions & valeurs dans R. Dans le cas ou Re(f) et Im(f)
sont sommables, on définit 'intégrale de f comme :

[£an= [Re(rydu+i [ (s n

2.9 Propriétés de 'intégrale de Lebesgue

Proposition

1.

L’ensemble des fonctions sommables sur un sous-ensemble A de R, noté
L(A), est un espace fonctionnel (i.e. un espace vectoriel dont les vecteurs
sont de fonctions).

L’intégrale de Lebesgue est une fonctionnelle linéaire sur L*(A).

Si E est un sous-espace de mesure nulle, alors intégrale d’une fonction
f sur E est nulle.

Si f est nulle presque partout sur A, alors l'intégrale de f sur A est nulle.

Si deuz fonctions sont presque partout égales sur un sous-espace A, alors
leurs intégrales sont égales sur A.

On raisonne donc parmi des classes d’équivalence de fonctions presque
partout égales sur un espace donné, et L'(A) est l’espace vectoriel formé
de ces classes.

Soit f une fonction mesurable positive sur A.
Si son intégrale est nulle sur A, alors la fonction f est nulle presque
partout sur A.
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6. Soit f et g deuz fonctions sommables, telles que f > g presque partout sur

A, alors
/fduz/gdu
A A

7. Si f est sommable sur A C R, alors f est presque partout finie sur A.

8. Une fonction est sommable sur A si et seulement si son module est som-
mable sur A.

9. Si f est sommable sur A, alors on a :

‘/Afdu‘é/AIfldu

10. Si g est positive et sommable sur A, et si |f| < g presque partout sur A,
alors f est sommable sur A et

/fdu‘ </gdu
A A

2.10 Lien Riemann-Lebesgue

Considérons tout d’abord lintégrale de Riemann au sens strict (on verra
plus bas le cas des intégrales impropres).

Proposition
Soit f une fonction bornée définie sur un intervalle borné [a,b] (avec
b > a). Si f est intégrable au sens de Riemann (pour cela il faut et il
suffit que f soit presque partout continue), alors f est sommable et son
intégrale de Lebesgue est égale a son intégrale de Riemann :

b
f(@) du(z) = / f(z) da
[a,b] a

Lebesgue Riemann

Proposition (changement de variable)
Si f est continue sur [a,b] et si ¢ est monotone, continuement dérivable
sur un domaine de définition dont ’image contient [a,b] alors :

(2) dpu(z) = / IRCOINCTET0

[a,b]

Considérons maintenant les cas des intégrales impropres. On va étudier le cas
d’une fonction bornée sur un intervalle infini (le cas d’une fonction non bornée
sur un intervalle fini se traite de la méme facon).

Proposition
Soit f(z) une fonction continue sur tout intervalle fermé borné [a, A]
(avec a donné, et A > a).
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+oo
1. Si Uintégrale impropre de Riemann f(z) dz est absolument conver-

a
gente, alors la fonction f(x) est sommable au sens de Lebesgue sur le
sous-ensemble E={x € R/xz > a} eton a :

+o0

/ f@dp) = [ f(e)de
\E J \a S

~~

~~
Lebesgue Riemann

b
2. Silintégrale impropre de Riemann | f(x)dzx n’est que semi-convergente,

a
alors la fonction f(x) n’est pas sommable sur E.

FEzxemple
. sinz | .
La fonction £ — —— n’est pas absolument convergente au sens de Rie-
T
mann :
. Aginz ™
lim dr = —
A—oo Jo T 2
. A lsing
lim dr = +Hoo
A= Jq x

. sinx
La fonction £ — —— n’est donc pas sommable sur R, au sens de Le-
T

besgue.

Intégrables au sens strigt
et intégrales impropres
absolument convergente

Intégrales impropres
semi-convergentes
au sens de Riema

Intégrables au sens de Lebesg

2.11 Théoréme de convergence dominée

Théoréme de convergence dominée
Soit A un sous ensemble mesurable de R. Soit fi(x), f2(x), ..., fn(), ...
une suite de fonctions convergeant presque partout sur A vers une fonc-
tion f(x). Sl existe une fonction g(x) > 0, sommable sur A, telle que :

VneN, |[fu(z)| < g(z)

pour presque tout x € A, alors la fonction f est sommable sur A et on

/ f(z) dp(z) = lim / ful@) dpi(z)
A n—od A
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Ezemple

Soit (fn),,cy définie sur [0,1] par :
0¥
14 n222

fn(2)

La suite (f») converge vers 0 de facon non uniforme :

Jf10
30

L’intégration selon Riemann ne permet pas de conclure.

Ona:
n3/2g 33/4

1+n?z2 = 4/x
(pour obtenir ce résultat il faut dériver par rapport & n et trouver le
maximum)

La fonction majorante est sommable selon Lebesgue (intégrale impropre
selon Riemann qui converge absolument), et on a :

1

1
lim fn(z)dx = / lim f,(z)du(z) =0
0 n—oo

n—oe 0

2.12 Fonctions définies par des intégrales

Soit f(z,t) une fonction & valeur dans C définie sur le produit cartésien A x I
olt A est un sous-ensemble mesurable de R et I =]a, b[ est un intervalle ouvert
de R. Considérons la fonction de I dans C définie par une intégrale :

t— [ 1@t dutz)
A
Les théorémes suivants concernent la continuité et la dérivabilité de la fonction
ainsi définie.

Théoréme de continuité
Si la fonction f(x,t) est telle que
1. pour tout t € I, la fonction © — f(x,t) est mesurable
2. pour presque tout © € A, la fonction t — f(x,t) est continue au point to

3. il existe une fonction g(z) > 0, sommable sur A, telle que :

1 (z,t)] < g(x)

pour tout t € I et pour presque tout © € A
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alors la fonction x — f(x,t) est sommable sur A et la fonction

trs /A (o, ) du()

est continue au point tg, t.e. :

lim /A f(a, 1) dy(z) = /A £(, o) du(z)

t—to

Théoréme de dérivabilité
Si la fonction f(x,t) est telle que

1. pour toutt € I, la fonction x — f(z,t) est sommable sur A
2. pour presque tout © € A, la fonction t — f(x,t) est dérivable sur a,b|

3. il existe une fonction g(x) > 0, sommable sur A, telle que :

0

5/ @.0)] <90

pour tout t € I et pour presque tout x € A

alors la fonction
tr [ f@,)duta)
A

est dérivable sur I.

0
En outre, pour tout t € I, la fonction x — af(m, t) est sommable sur A
et on a :

d 0
& [ tanan@ = [ St duto)

(dérivation sous le signe somme)

2.13 Espaces fonctionnels L' et L2

Rappel
Soit R la relation d’équivalence définie par :

fRg < f = g presque partout sur A

Alors : L'(A) = LY(A)/R
ot L1(A) est ensemble des fonctions définies sur A et & valeur dans C
sommables.

On appelle donc L'(R) I’ensemble des fonctions f & valeurs dans C
sommables, i.e. :

J15@) dute) < o0

deux fonctions égales presque partout sur R étant considérées comme
identiques.
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Définition
On appelle L?(R) ’ensemble des fonctions f a valeurs dans C dont le
carré du module est sommable, i.e. :

JU@F duto) < o

On définit alors L?>(R) = L2(R)/R (deuz fonctions égales presque partout
sur R sont considérées comme identiques pour L*(R)).

Remarque
Il n’existe pas de relation d’inclusion entre L (R) et L?(R). Par exemple :

- — —e_r' € IMR), ¢ L*(R)
xXr
]‘ 2 1
a:r—)71+x2 € L*R), ¢ L' (R)

z— e € LY(R), € IR
Proposition
Les espaces fonctionnels L' (R) et L?(R) sont des espaces vectoriels (sur

le corps des complexes) de dimension infinie.
On peut munir L'(R) de la norme suivante :

FEL'®) — Ifllpm) = / 1f(@)] d(z)

De méme, on peut munir L?(R) de la norme suivante :

fEP®) — |fllrm) = / (@) 2 dp(z)

Théoréme de Fisher-Riesz
Les espaces L*(R) et L?(R) munis de leurs normes sont des espaces de
Banach (i.e. des espaces vectoriels normés complets).

Remarque
La norme définie sur L?(R) dérive d’un produit scalaire :

< f,g>= /Af_gdu

L’espace L?(R) forme ainsi un espace de Hilbert.

2.14 Intégrale de Lebesgue dans R?

Soient A et B deux sous-ensembles mesurables de R. Soit f(z,y) une fonction
mesurable définie sur le produit cartésien A x B. Si elle existe, 'intégrale de
Lebesgue de f sur A x B sera notée :

f(z,y) du(z) du(y)
AxB
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(pour la construction de Iintégrale de Lebesgue dans R?, voir par exemple N.
Boccara, Intégration, Eyrolles 1995; cette construction requiert la définition
d’une mesure de Lebesgue pour un sous ensemble de R?).

La fonction f est dite sommable sur A x B si :

£(@,) du(z) du(y)‘ < oo
AxXB

On montre que f est sommable si et seulement si son module |f| est som-
mable et on a alors :

F(@,y) du(a) du(y)‘ <[ (sl duw

AxB

Théoréme de Fubini
Si f(x,y) est sommable sur A x B, alors :

AxBf(w,y)du( z)duly) = /(/f:vy du(y ) (@)

/B(/Af(w,y) du(%)) du(y)

1. L’énoncé du théoreme de Fubini renferme Daffirmation que la fonction

T~ / f(z,y)du(y) (resp. y = [,f(x,y) du(x)) est définie pour presque
tout € A (resp. y € B).

2. Si f(z,y) n’est pas sommable, il peut arriver que I'une des deux expressions

[ (frenaw) . [ ([ s )

ait un sens sans que l'autre en ait un. Il peut méme arriver que chacune
ait un sens mais que les valeurs soient distinctes.

Remarques

3. II suffit que 'une des deux expressions

/A(/B\f(w,y)ldu(yo du(z), ~/B(/A‘f(w,y)|du($)> du(y)

soit finie pour que la fonction f(z,y) soit sommable sur A x B.

4. Soit f(z,y) une fonction de la forme

f(z,y) = fi(2) f2(y)

(produit de fonctions dépendant d’une seule variable et dont aucune n’est
presque partout nulle). Pour que f soit sommable il faut et il suffit que
chacune des fonctions f; (¢ = 1,2) soit sommable. On a alors :

AxBf(xy)du (/f1 ) dp(z )(/fz ) dp(y )
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Ezemple
A=B=]10,1]

few) =y 8 @) # 0.0

Pour f(0,0) on peut prendre n’importe quelle valeur car c’est un point
de mesure nulle qui n’intervient pas dans l'intégrale.

/A(/Bf(%y)du(y)) du(z) = %
/B (/Af (@9) d“(m)> du(y)

La fonction f n’est donc pas sommable sur [0,1] x [0, 1].

T
4

41
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Chapitre 3

Transformation de Fourier

3.1 Définition et premieres propriétés
3.1.1 Définition

Définition
Soit f une fonction de L' (R). On appelle transformée de Fourier de f la
fonction de la variable k € R, notée F' ou F[f], telle que :

FIA(E) = F(k) = %27 / f(z) e ™ d(z)

Cette définition peut différer d’une constante dans certains ouvrages.

Remarques
— Pour que cette expression ait un sens il faut que f(z) e~ soit sommable,
ce qui est assuré par le fait que f € £L1(R)
— Si f et g sont deux fonctions de £!(R) telles que f = g presque partout
sur R alors F[f] = Flg]

Proposition
Soit f € LY(R), on a :
1. F[f] est bornée
2. F[f] est continue
3. lim F[f]=0

Ezemples
— On considere la fonction f définie par :

f:{l s%xe]—a,a[ 0> 0
0 sinon

43
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Sa transformée de Fourier est définie pour tout k réel comme :

FIk) = %2_77 / f(z) e ** dy(a)

1 ¢ —ikx
— e dx
V 27T ~/—a,

2 sinka

T ka

Remarque : la transformée de Fourier n’appartient pas a4 £!(R).

A

1
T
I I F
| |

-a 0 a \
g
. . 7 . a — 2
— On considere la fonction gaussienne définie sur R par f(z) = e™**", avec

a € Ry. La transformée de Fourier de f est aussi une gaussienne, et
s’exprime comme :

Si on considére la largeur du pic & 1/e du maximum, on trouve que le
produit AzAk est constant (cf principe d’incertitude d’Heisenberg en
mécanique quantique).

Remarque : pour calculer la transformée de Fourier de f, on utilise souvent
le théoreme des résidus.

3.1.2 Propriétés
Linéarité

La transformée de Fourier est une application linéaire de £!(R) dans I’espace
des fonctions :

V(f1, f2) € LY(R), ¥(b1,b2) € C Flbrfy +bafo] = by F[i] + b2 FLf]

Parité et réalité

On a les résultats suivants :

f Flf]
paire paire
impaire impaire

réelle & symétrie hermitique : F(—k) = F(k)
imaginaire pure | & symétrie anti-hermitique : F(—k) = —F (k)
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Changement d’échelle et translation

Théoréme de changement d’échelle
Soit f sommable, et a € R*, alors on a :

fwwmwwalfm(ﬂ

la|

Théoréme de translation
Soit f sommable, et b € R, alors on a :

Flf(z + b)](k) = ™ F[f1(k)

On dit que la transformée de Fourier a subit un déphasage.

3.2 Formules

3.2.1 Transformée de Fourier de la dérivée

Théoréme
Soit f une fonction sommable et partout continue, dérivable presque par-
tout et telle que f' soit sommable. Alors on a :

Ff'1(k) = ik F[f1(k)

Théoréme : généralisation
Soit f telle que ses m — 1 dérivées existent et soient sommables, partout
continues, et telle que la dérivée d’ordre m de f existe presque partout et
soit sommable. Alors :

F 7] () = by FUAR)

De ces deux théoreémes, ont peut déduire un résultat concernant la vitesse de
décroissance vers zéro de la transformée de Fourier de f en fonction de 'ordre
maximal de dérivation de f. En effet, si f est telle que f("™) soit sommable et
définie presque partout, alors sa transformée de Fourier est bornée :

IM >0, Vk € R, [(ik)™ F[f)(k)| < M

Donc , si k #0,0n a :

\FIAE € 77
|k|
On voit donc que si f est indéfiniment dérivable, et que toutes ses dérivées
sont sommables, la transformée de Fourier de f décroit & l'infini plus vite que
n’importe quelle puissance de ﬁﬂ, ce qui se vérifie aisément en prenant ’exemple
d’une fonction gaussienne.
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3.2.2 Transformée de Fourier de z — zf(z)

Théoréme
Soit f une fonction sommable sur R telle que la fonction définie par © —

xf(z), avec x réel, soit sommable sur R. Alors F[f(x)](k) est dérivable
sur R et l’on a :

Fle f@)(k) = i % F[1](k)

Théoréme : généralisation
Soit f sommable sur R, telle que la fonction x — ™ f(x) soit sommable
sur R. Alors la transformée de Fourier de f est m fois dérivable sur R et
on a :

Fla™ f(2)] (K) = ™S FI)(k)

dkm
3.2.3 Produit de convolution

Définition du produit de convolution
Soient f et g deux fonctions sommables sur R.

L’intégrale /f(x —2') g(z") du(z') existe pour presque tout z, et définit

une fonction appelée produit de convolution de f et gi et notée fxg :

(f+9)( /f:v—o: Y du(a')

Proposition
Soient f et g deux fonctions de L'(R)

fxg=gxf

Proposition
Si les fonctions f et g sont deuzx fonctions sommables, alors leur produit
de convolution est une fonction sommable.

Théoréme
Soit f et g deux fonctions sommables sur R. On a :

FIf * g] = V2r F[f] Flg]
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Démonstration

V2r Flf](k) Flg)(k)

% /f(X) X dpu(X) / g(X7) X' dp(X)
- m / /f €% g(X7) e *X dp(X) dp(X)

(en posant:c—X+X' et ' = X')
= o= [ [ 1= 0@ e dute) duta)
- m/(/fw—w )dula)) & du(o)

= o= [ @™ duta)
= Flf e gl(k)

3.2.4 Inversion de Fourier
Théoréme d’inversion

Soit f € LY(R), et soit F sa transformée de Fourier. Si F est sommable
alors on a presque partout :

1 .
z) = —= [ F(k)et™ du(k
@) = <= [P@ e au)
Définition
Soit g € LY(R). On définit l’opérateur inverse F~ par :
1 .
F- =—— [ g(k) e*™* du(k
o)(a) = = [ o)™ duth
Proposition

Soit f une fonction sommable sur R. Si sa transformée de Fourier F est
sommable sur R, alors presque partout on a :

f(z) = F~[FI)] (=)

3.2.5 Application a la résolution d’une équation intégrale

On consideére ’équation intégrale de type Fredholm, ou f est une fonction

sommable sur R : )

[fa=a) 1@ dnte) = 7y

On reconnait ’expression du produit de convolution de f par elle méme, donc
on a:

9 1 +oo —zkz 1 N
ViR (FNW) = || = = [ = e

On a donc : .
FUk) = £ 7102
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On applique maintenant ’opérateur inverse, et on obtient finalement :
2 1
T) =t ——
@) o dz? +1

3.2.6 Fonctions sommables, de carré sommable

Théoréme de Plancherel
Soit f une fonction sommable et de carré sommable sur R. Alors sa
transformée de Fourier F est de carré sommable et on a la relation :

J15@)P du(w) = [1F )P dur)

3.2.7 Transformée de Fourier d’une fonction de plusieurs
variables

Soient les vecteurs de R* @ = (21, ..., Z,) et T = (K1, ...y kp). On définit un
produit scalaire et une norme :

??:szkz 12 =
i=1

Définition
Avec ces notations, on considére f une fonction sommable de R dans
C. On définit la transformée de Fourier de f par :

F(R) = oy [ 1@ du()

avec : du(T) = dp(xy) ... du(z,)

Remarque
Soit f(z1,xs) € LY(R?). Si 2y f(x1,32) € L1 (R?) alors :
0 )
a—kl]:[f(ﬂﬂhﬁ)] (k1, ko) = —i Fla1 f(z1,22)] (K1, k2)
Proposition

Si f est radiale, c’est & dire ne dépend que de la norme du vecteur T,
alors sa transformée est radiale.

FEzxemple
Le potentiel de Yukawa est donné par :
1 =
7)) = A& A >0
I = A

(l’)est une fonction radiale. Sa transformée de Fourier est définie pour tout
k par :

2y 1 L N iR
F(k) = (271_)3/2/”?”6 e dzq dzo dxs
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Pour k¥ donné on passe en coordonnées sphériques avec le vecteur T3
suivant k .

- 1 oo 27r 7/\7' 7z|| ||rcosf .2 o 6drdod
F(E) = 277)3 r° sinfdr %)

1 K3
— 9 —Ar —i|| * || 7 cos @ 0d9>
27T)3/2 WA e (A sin
- \fn 172+ 22

F est bien une fonction radiale.

49
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Chapitre 4

Transformation de Laplace

On rappelle qu’une fonction f : R — C est localement sommable si elle est
sommable sur tout sous ensemble E de R de mesure finie.

4.1 Définition

Définition
Soit f localement sommable , nulle pour t < 0. On appelle transformée
de Laplace lapplication définie par :

R — C
s > e = [1oe aut

Cette application existe sous réserve de sommabilité de la fonction
t— f(t)e .

Ezemples
— transformée de Laplace de I’échelon de Heaviside.

H(®) = 1sit>0 1
0 sinon

/ Ht) e du(t) = /0 T et gy

C’est une intégrale impropre de Riemann divergente pour s < 0 et conver-
gente pour s > 0. La transformée de Laplace de H n’est définie que pour
s > 0 et dans ce cas :

— la transformée de Laplace de 1’échelon de Heaviside H translaté de a > 0
1
est L(H,)(s)=—-€e%*, s>0
s

51
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— Soit la fonction :

(a+ib) ¢
e t>0
f(t)—{ 0 £ 20 a,beR

1

L[f](s) = m

pour s > a

4.2 Abscisse de sommabilité

Définition
Soit f une application sommable et nulle pour t < 0.
On peut montrer qu’il existe so € R, appelée abscisse de sommabilité de
la transformée de Laplace de f, telle que :
— Vs > sg la fonction t — f(t) e ' est sommable (et donc la transformée
de Laplace de | existe)
— Vs < sg la fonction t — f(t) e™** n’est pas sommable
Pour s = sg il peut ou non y avoir sommabilité.

Remarque
— si s9 = —00, la transformée de Laplace de f est définie sur tout R
— si s9 = +00, f n'admet pas de transformée de Laplace.

Proposition
Si f € LY(R) et f =0 sur R_ alors s < 0.

Proposition
Si, pour tout t suffisamment grand,

If(t) < Ae™, A€eR}, keR

alors
S0 S k

4.3 Propriétés de la transformée de Laplace
4.3.1 Premieres propriétés

Propriétés
1. La transformée de Laplace est une application linéaire

2. Soit f localement sommable, nulle pour t < 0. Soita € Ry.. On a :

L)

Clfan)(s) = - £17@] (2) 5> aso

a

3. Awvec les mémes hypothéses et a € Ry, on a :

LIf(t = a)l(s) = e LIF®)(s) 5> 50
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4. Avec les mémes hypothéses et b € R, on a :
L™ f®)(s) = LIFB](s =) s> s0+Db

5. lim L[f](s) =0

s—+4o00

Théoréme de la valeur initiale
Si quand t tend vers 0 f admet une limite a droite notée f(0T) alors :

lim s L[f](s) = £(0F)

s—+o00

Théoréme de la valeur finale
Si f admet une limite en +oo, notée f(+00), alors so <0 et :

lim s L[f)(s) = (+00)

s—0

4.3.2 Transformée de Laplace de la dérivée

Proposition
Soit f localement sommable, nulle pour t < 0, possédant sur R une
dérivée continue, (ou continue par morceauz, localement sommable). De
plus on suppose que pour t assez grand,

If(t)] < A€k, (A4,k) € R?

Alors :
L[f'(s) = s L[f1(s) — F(0F) s>k

4.4 Produit de convolution

Proposition
Soient f1, fo deuz fonctions localement sommables, nulles pour t < 0,
d’abscisses de sommabilité respectives sg1 et sgz.
On a alors, pour s > so = max(so1, S02)

L[f1 * f2] = L[f1] L[f]

4.5 Analycité de la transformée de Laplace

On considére maintenant la transformée de Laplace comme une fonction de
la variable complexe :

C — C
A0 > ane = [roestauy  #EORE >0
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Im
7

Re

sO

Théoréme
La transformée de Laplace est analytique sur le domaine de sommabilité
{z € C/Re(z) > so} et on a la formule :

(L))" = £[(=0mF(1)] (=)

4.6 Lien avec la transformée de Fourier

Proposition
Soit f localement sommable, nulle pour t < 0. On a, sur le domaine de
sommabilité, en posant z = x + iy, et en raisonnant a © > sg fixé :

L[f](z) = /f(t) e 2tem Wt du(t) = \/%f[f(t) e "(y)

4.7 Inversion de la transformée de Laplace

Proposition : formule de Bromvitch
On suppose que pour x > Sq, la fonction y — L[f](z+1iy) est une fonction
sommable. D’apreés les résultats sur la transformée de Fourier, on a, pour
presque tout t :

Vo f(t) e = %2_# / L) eV duly) = > 50

On a donc, presque partout, avec V, = {z € C/Re(z) > so} :

1

10 = 5= [ e ds = g [ £+ i) €T iduty)

FEzxemple
cos2t sit>0
f(t) = { -

0 sinon
f est nulle pour ¢ < 0 et localement sommable. On a :

L[f1(s) =

m S>30:0

e*t dz possede deux sin-

1
Transformée de Laplace inverse : — / 5
2im J, 22+4
gularités en +2i, avec :

24t —2it

i t o) _ & . z " \ _ e
Res(z2+4ez,2z)— 2 ; Res(mez,—%)_ 5




4.7. INVERSION DE LA TRANSFORMEE DE LAPLACE
Im
% S

R
» Re

A

-

vyl

VX

1 . . Y
/ 5 ezt dz = im (e2zt +e Zzt)
Y1t+72 # +4

Puis, en utilisant les lemmes de Jordan :

1 z
2 [,, 22 +4

et dz = cos 2t

Transformées de Laplace usuelles (avec f(t) = 0 pourt <0 et tg >0)

f(@) (¢ >0) L[f](s) 50
c ¢ 0
S
!
ct™ Scn% 0
b
sin bt m 0
cos bt ﬁ 0
et ! a
Ss—a
n!
tn ea,t (3 — a)n+1 a
. a
sinh at o |al
S
cosh at o |al
. a
€at sin bt m a
Ss—a
e t cos bt m a
1 1/2
0 2 () 0
+—1/2 (g)lﬁ 0
5(t —to) et 0
—sto
H(t — to) ¢ 0
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Chapitre 5

Distributions

5.1 Espace fonctionnel

5.1.1 Définition

Définition
On appelle espace fonctionnel un ensemble F de fonctions ayant une
structure d’espace vectoriel.

Ezemple
LY(R) et L'(R) forment des espaces fonctionnels.

5.1.2 Fonctionnelle

Définition
On appelle fonctionnelle T sur un espace fonctionnel F une application
linéaire de F dans C. On note :
r.{F — C
Vf o — <T,f>

Ezemple
I'RM) — C

T :
£ <Tf>= [ 1) dute)
Définition
L’espace fonctionnel F est dit “topologique” si on a donné un sens a
Dexpression “la suite p,(x) de fonctions de F converge pour n — 400
vers la fonction o(x) € F7.

Remarque
Si F est normé, on peut donner & I’expression “la suite ¢, (z) de fonctions
de F converge pour n — +oo vers la fonction p(z) € F” le sens suivant :

Ve 3N = N(e) tel que n >N = ||, —¢|| <€

Ce choix de convergence est appelé convergence en norme.

57
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Définitions
La fonctionnelle T sur un espace fonctionnel topologique F est continue
si pour toute suite de fonctions (pn)n de F convergeant vers ¢ € F, la
suite numérique (< T, p, >)n converge vers < T, >.
Elle est linéaire si pour tous compleres A1 et Ao et toutes fonctions o1 et
wode D ona<T,\pr+Ap2>=A1 <T,p01 >4+ <T,ps >.

Définition
Soit F et G deux espaces fonctionnels topologiques, chacun muni de sa
propre notion de convergence. On dit que F C G :
- siVp€eF, p€eG
— si une suite de F converge dans F au sens de la norme de F, alors elle
converge aussi dans G au sens de la norme de G.

FEzxemple
On prend F = CO([O, 1], ]R), muni de la topologie de la convergence uni-
forme et G ’ensemble des fonctions bornées de [0,1] dans R, muni de la
topologie de la convergence simple. On a F C G.

Définition Densité
Soit F et G tels que F C G. On dit que F est dense dans G si toute
fonction de G est la limite au sens de la convergence de G d’une suite
d’éléments de F.

Rappels

— On appelle support d’une fonction ¢ : R — C le plus petit fermé conte-

nant {z € R/p(z) # 0}.
— On peut normer l'espace vectoriel L'(R) des classes d’équivalences de
LY(R), pour la classe d’équivalence "presque partout égale a”, par :

I'R) — R
e = Winw = [176)due

Notation
On note C2{R} 'ensemble des fonctions continues et & support borné.

Proposition
L’espace fonctionnel CO{R} est dense dans L' (R).

5.1.3 Dual d’un espace fonctionnel topologique

Définition
Le dual F' d’un espace fonctionnel topologique F est l’ensemble des fonc-
tionnelles linéaires et continues sur F.

Proposition
Soient F et G deux espaces fonctionnels topologiques. Si F C G et si F
est dense dans G, alors G' C F'.
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5.1.4 Espace fonctionnel D

Définition
L’ensemble des fonctions ¢ : R — C infiniment dérivables et & supports
bornés forme un espace fonctionnel noté D et appelé espace fonctionnel
de Schwartz.
Les éléments de D sont appelés fonctions d’essai.

Ezemple
La fonction de Schwartz définie par :
R — R
_1
¢: e=?-1 ¢ilz| <1
xr — )
0 si|z|>1

C’est une fonction de classe C* ayant pour support [—1,1].

-1 O 1
(€Detona:
vneN (¢™(=1)=¢™1)=0

Proposition
Soit ¢ € D et soit f sommable 4 support borné, alors le produit de convo-

lution (¢ * f)(z) = /go(x — ') f(z') du(z') appartient a D.

5.1.5 Convergence dans D

Définition
On dit qu’une suite de fonctions (pn)n € D converge vers ¢ € D au sens
de D quand n tend vers Uinfini si :
— les supports de tous les p, sont contenus dans un méme ensemble borné

— pour p € N donné, la suite (cpgf’))neN converge uniformément vers ¢

5.2 Distributions
5.2.1 Définition

Définition
On appelle distribution toute fonctionnelle linéaire et continue sur D.

Remarques
— Les distributions sont les éléments de D'.
— Une distribution est une application, et non une fonction.
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Propriété
L’espace D' est un espace vectoriel avec les lois suivantes :

<Ti+Th,p> = <Ti,p>+<Th,p>
YaeC <AT,p> = A<T,p>

Remarques

— T est dite nulle si et seulement si Vo € D, < T, >=0
— Ty =T5 si V(p (S D, < T1,<p >=< TQ,(,D >

5.2.2 Distributions régulieres

Définition
Soit f de R dans C, localement sommable. L’application de D dans C
définie par :

Ty i< Trp >= [ 1) p(o) du(o)

est une distribution dite réguliere. Toute distribution qui ne peut pas
s’écrire sous cette forme est dite singuliére.

Remarque
En physique on note souvent f la distribution réguliere T’.

Proposition
Soient f et g deux fonctions localement sommables. On a :

Ty =T, <= f = g presque partout

FEzxemple
La fonction de Heaviside est localement sommable et on peut lui associer
une distribution réguliére notée Ty :

VeED  <Tup>= [HE@)ple) dute) = / " (@) da

C’est la distribution de Heaviside.

5.2.3 Distribution de Dirac

Définition : distribution de Dirac
On définit une distribution &, appelée distribution de Dirac, telle que :

D — C
e = <0,0>=¢(0)

& est une distribution singuliére : il n’existe pas de fonction § localement
sommable telle que /5(:1:) o(x)dp(z) = (0) Vo eD

Remarque
De maniere générale, le produit de deux distributions n’est pas défini.
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Proposition (cas particulier)
Soit ¢ : R — C de classe C.
Soit Ty la distribution réguliére associée a 1. Le produit Ty T d’une dis-
tribution quelconque T € D' par Ty est défini par :

VoeD [<TyT,p>=<T,p¢>]

Distributions singuliéres découlant de 0

— soit a € R

S {D — C

@ Ve — ¢l
d(a) est notée 6(x — a) en physique.

— soit A € R*

D — C

dAx): 1

A2l = eo

5.2.4 Valeur principale de Cauchy

1. Soit f une fonction a valeurs réelles définie en tout point d’un intervalle
fini [a, b], & Pexception d’un point ¢ € ]a, b[ au voisinage duquel elle n’est
pas bornée. Il se peut que l'intégrale impropre de Riemann

b , c—e1 b
/f(:z:) dz € lim f(z)dz + lim f(z)dz

e1—0t J, €207 Joye,

soit infinie, mais que la limite suivante :

c—e b
sl—i>r(I]1+ </a f(x) ot c+sf($) dm)

soit finie. Dans ce cas, cette limite est appelée valeur principale de Cauchy
de f et on note

b , c—e b
vp| f(z)dz %S lim / f(z)dz + f(z)dzx
a =0+ a cte
2. Soit f une fonction & valeurs réelles dont l'intégrale de Riemann est finie
sur tout intervalle fini de la forme [a, b]. Il se peut que l'intégrale impropre
+o0 daéf b
f(z)dz = lim lim / f(z)dx
oo a

a——00 b—+00

soit infinie, mais que la limite suivante :

b
li d
s [ore
soit finie. Dans ce cas, la deuxieme intégrale est appelée valeur principale
de Cauchy de f sur R, et on note :

400 déf b
w[  f@dr? im / fla)ds



62 CHAPITRE 5. DISTRIBUTIONS

1
5.2.5 Distribution Py —
z

1
La fonction z — — n’est pas localement sommable. Cependant, I’expression
x

lim (/Ewdmﬁ-/Jroonm) :vp/+oonm

oo “+e —00

a un sens quelle que soit ¢ dans D. En effet, par un changement de variable
élémentaire, on a :

Vp/+°° O) gy — i [ @) =) 4

—c0 e—0 /. €T

Or au voisinage de D’origine, la fonction dans la deuxiéme intégrale est bornée
car elle est I’expression du taux de variation de ¢ au voisinage de l’origine.

Donc "
1 oo
<Pfg,cp>=vp/ @dm Yo eD

— 00

Cette distribution est une distribution singuliere.

Proposition
1
Dans D', on a x Py — =1, ot = est la distribution associée d la fonction

identité de D, et 1 la distribution associée a la fonction unité de D.

5.3 Transformée d’une distribution

5.3.1 Translation

On définit la fonction translation 7, : £ — = — a, a € R. A partir de cette
définition, on peut définir la translatée d’une distribution T, noté T o 7,.

Définition

<ToTy,p>=< T,<p07';1 > VpeD
5.3.2 Dilatation
Définition

On définit la fonction dilatation dy : © — Az, A € R*. A partir de cette

définition, on peut définir la "dilatée” d’une distribution T, notée T od)y :

1
<Tody,p>= = <T,900d;1> Yo € D

Al
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On peut considérer le cas particulier ou A = —1, dont on peut tirer deux
définitions :

1. T est dite paire si Tod_; =T,
2. T est dite impaire si Tod_; = —T.

Exemples

1. La distribution de Dirac est paire.

2. La distribution Py % est impaire.

5.4 Support d’une distribution

Définitions

1. On dit qu’un distribution T est nulle sur un ouvert U de R si < T, >=0
pour toute fonction p € D dont le support est contenu dans U.

2. On appelle support d’une distribution T le plus petit fermé de R tel que T
soit nul dans son complémentaire.

Proposition
Soit f localement sommable. Soit Ty sa distribution associée.
Le support de Ty coincide avec celui de f.

Ezemple
On considere la fonction échelon de Heaviside H, ainsi que sa distribution
Ty associée. Pour tout ¢ € D, on a :

+o0
< T, >= /R H(z) o(z) du(z) = / o(z) de

On a donc Supp(Tw) =Ry
De méme, Supp(d) = {0}.

Définitions
Le support d’une distribution est dit limité a4 gauche (respectivement d
droite) si il est inclus dans Ry (resp. si il est inclus dans R_ ).
L’ensemble des distributions & support limité & gauche (resp. 4 droite) est
noté D', (resp. D).

Définition
On appelle &' V’ensemble des distributions d support borné.

DI
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5.5 Convergence dans D’
5.5.1 Choix de la topologie

Définition
Soit une suite (T,), de distributions. On dit que (Ty,), converge vers
T € D' si la suite numérique ( < Th,p > )n converge vers < T,p >
quelle que soit la fonction ¢ prise dans D.

Notation
Onnote : L.imT, =T.
n—0o0

Remarque
Soit {T)\, AE A} une famille de distributions dépendant d’un parametre
A

On dit que {T»} converge vers T), quand A tend vers )¢ si I’expression
< Ty, > tend vers < T'\g, ¢ > pour tout ¢ de D.
On note alors :

lLim T)\ = T)\
A= Ao 0

5.5.2 Suites de Dirac

Définition
Soit f sommable telle que /f dp =1.
Soit © — fr(z) =n f(nx).
Pour tout n entier naturel, la fonction f, est sommable et / fndp=1.
Soit Ty, la distribution réguliére associée d fr.

La suite (Tfn)n est appelée suite de Dirac associée a f.

Proposition
La suite de Dirac associée & f converge vers le distributions de Dirac § :

lim Tf‘n = (5

n— oo

Ezemples

1. Reprenons la fonction de Schwartz :

1
e=2-1 gi|z| <1
g;{ ja

0 sinon
) _ ¢(x) . o DTN
Soit v(x) = —5>——— (fonction { dont 'aire est normalisée & 1).
((u) du
oo

Soit (7y5) la suite de Dirac associée & = :

Yn(x) = n~y(nz)
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La suite (T, ) converge vers § :

lim [ ny,(nz) p(z) du(z) = ¢(0)

n—oo
soit encore, de facon équivalente :

wB T =0

/73
/o

-1 -1/2 0 1/2
(1/3 1/3/
1
2. La suite de Dirac associée & £ — ————— converge vers §
w(1l + z2)

5.6 Dérivée d’une distribution

Définition
Soit T € D'. On appelle dérivée de T, notée T', la distribution définie
par :
<T ho>=-<T,o'> VpeD

Proposition
Toute distribution est indéfiniment dérivable, et

<TW p>=(=1)" < T, >

Ezemple
On considere la distribution de Heaviside Ty. On a pour toute fonction
o appartenant a D :

—+oo
<TII{790>:_<TH790, >=_/ (,Dl(x)d:czgo((]) =<d,p>
0
Donc la dérivée de Ty est la distribution de Dirac.

Proposition
Soit f dérivable sur R, sauf en x = a ot elle admet une discontinuité de
premiere espéce.
En notant o = f(at) — f(a™) (amplitude du saut en a), et en supposant

f'(at) et f'(a™) finis, on a :

TJ’c =Ty + U(S(a)

65
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FEzxemple
Cas de la distribution de Heaviside :

TIILI =Tgp +06d=94
(Tg = 0 car H' est nulle presque partout et o = 1)

Proposition
Soit ¢ € C™. Soit T, la distribution associée d .
La dérivée du produit T, T, avec T' quelcongque donne :

(T, T) =T, T'+T,T

5.7 Convergence de la suite des distributions
dérivées
Proposition

Soit (Ty,)n une suite de distributions et soit T appartenant ¢ D'.
Si lim T, =T, alors :

n—oo
limT, =T
n—oo
Ezemple
1 2
Soit la fonction f définie par z — f(z) = e /2,
f P f(@) N

+oo
f est sommable, de classe C™ et on a / f(z)dz = 1.

—0o0
On considere la suite définie par : Vn € N, f,(z) = n f(nz).
D’apres le résultat précédent, on a, avec les notations usuelles :
Lim (Ty,) = &'
Jm (Ty,) =6

soit encore :
1 T I = !
Hm(Ty) =0
car f, est dérivable sur tout R.
On en déduit :
+oo 3 2 2

lim ———e 2 px)dr=—-¢'(0 Yo € D
e by = p(x) ¢0) vy
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5.8 Utilisation des distributions en mécanique

Nous allons appliquer la théorie des distributions & la dynamique du point
matériel. En effet, les distributions sont recommandées par exemple dans les
problemes traitant des chocs de deux particules, car 'interaction est alors ponc-
tuelle dans le temps, discontinue et non dérivable vis-a-vis des fonctions comme
I’impulsion.

Soit une particule ponctuelle de masse m se déplagant sur ’axe des z :

z(t) =v|t—to], v>0,t€eR

Au temps t = ty la particule “heurte I’origine”. On a donc :

—mv sit<t,
p(z) = .
muv sit > to,

d;
Au sens des fonctions, @ _ 0 presque partout.

On considere T}, la distribution associée & I'impulsion p. On a Té = 2mu d(4,)-
D’apres le principe fondamental de la dynamique la force s’exercant sur la par-
ticule durant le choc est donc une distribution singuliere. En physique, on note :
F =2mvd(t —to)

. . ty <ty : . p
trajectoire : : » X impulsion : X
0 t>t,
X mv —
|
|
+ t
| to
|
L
> t -mv
t




68 CHAPITRE 5. DISTRIBUTIONS

Remarque
d(to) @ pour dimension Iinverse d’un temps :

/ swyd = 1

—0o0

+o0
[ s = w0

—00

5.9 Produit de convolution

Soit S € D' et ¢ € D. Alors < Sy, p(x +y) > est une fonction de R dans C
de z, la notation Sy signifiant que la distribution ne s’applique qu’a la variable
y. On gardera ces notations tout au long de cette partie.

Définition
Soient T' et S deuz distributions. On appelle produit de convolution de T
et S, noté T x S, la distribution définie, si elle existe, par :

TwS: D — C
e — <Tp< Sy,p(z+y) >>

Remarque
S+ T n’existe pas toujours : il faut que < Sy, p(x + y) > appartienne &
D ce qui n’est pas assuré dans le cas général.

Proposition
Si T xS existe , alors on a TxS =S x*T.

Proposition : conditions suffisantes d’existence du produit
Soient T et S € D'.

1. a) siT ou S est dans &', alors T x S est défini
b) siT et S sont dans &', alors T xS est défini et T xS € &'

2. a) siT et S sont dans D', , alors T x S est défini et T xS € D',
b) si T et S sont dans D, alors T x S est défini et T xS € D"

Proposition
Soit T €D'. On a :

1. 6xT =T
2.8 «xT =T
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Démonstration
Soit ¢ € D'.
<OxT o> = <6, <Ty,p(x+y) >>
= <Tp,<dy,p(x+y) >>
< Ty, p(x) >
<T,p>
< Ty, < 8y 0 >>
= <Tp—¢'(z) >
—-<T,¢ >
= <T ¢>

<& T, 0>

Proposition
Si on considére la fonction translation définie par :

_JR — R
T@=\z — z-a

AlorsNT € D', on a :
Oa) * T =T o)

Cas particulier
Soient a et b deux réels.

d(a) * O(b) = O(a+b)

Proposition
Soit T et SeD'. Si T xS existe, alors on a :

(T+S) =T'+S=TxS'
Remarque

Le produit de convolution n’est en général pas associatif :

(Tgxd)x1=06+1=1
T+ (' 1) =Tgx0=0

5.10 Transformée de Fourier des distributions

5.10.1 Introduction

69

Le but de cette partie est que ’on puisse arriver a quelque chose du type :

< F(Ty), ¢ >=< Ty, Flyp] >

Avec Flp \/_ / du(z).

Pour cela il faut que F| ] € D, ce qui n’est pas assuré : si ¢ € D, Fp] n’est

pas a support borné (sauf pour la fonction nulle).
On introduit donc un espace fonctionnel S tel que :

peS<= FlpleS
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5.10.2 Espace fonctionnel S

Définition
On appelle S l’ensemble des fonctions de R dans C indéfiniment dérivables
et telles que :
Vp,qg €N sup|z® o9 (z)| < +oo
Tz€ER

Cet ensemble est appelé espace des fonctions de classe C*° a décroissance
rapide (les fonctions de cet espace décroissent plus vite que n’importe
quelle loi de puissance en x).

Ezemple )
La fonction z — z3e™% vérifie les conditions énoncées précédemment.
Elle est donc dans S mais elle n’est pas dans D (elle n’est pas a support
borné).

Proposition
1.peS=¢' €S
2. p € S = xP pI(x) est sommable

3. ¢ € S = Fly] et F [¢] existent et sont dans S.
De plus on a : F[F~[¢]] = F~[Fl¢]]

Définition (choix de convergence)
Soit (pn) une suite de fonctions de S et soit ¢ € S. On dit que (py)

converge vers ¢ si et seulement si pour tout couple (p,q) d’entiers natu-

rels, la suite (zP gostq))n converge vers zP o9 de maniére uniforme.

Proposition
D est dense dans S pour ce choix de convergence.

Définition
On appelle S' le dual de S et on le nomme ensemble des distributions
tempérées.
L’ensemble des distributions tempérées est inclus strictement dans D'.

5.10.3 Transformée de Fourier d’une distribution tempérée
Définition
Soit T € §', pour tout ¢ € S, on a :

< ]:[T]:QO >=< T,f[go] >

Proposition
SiT eS8, alors F[IT] € S'.

Remarque
Les résultats présentés ici sont les mémes si on considere la transformée
inverse F~.
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Ezemple
On vérifie facilement que § € S’. En écrivant la définition de la trans-
formée de Fourier de §, on trouve sans aucun probléme : Soit ¢ € S.

<Flol, o> = <0,F[p] >
1 —ikx
= <4, \/7—77 /6 " o(z) du(z) >

On a donc :

ou \/? est la distribution réguliere associée & la fonction z —
T

De méme, on a :

1
Vor

[a—y

f[é(a)] = e~ iak a€eR

[«
~. | = R
o

7|7z
F16]

Fl§] =

Sa
@
3

iz
Fl-—| =
[ \/27r]
Remarque
En physique :

_7-‘|:L:| — L/"'O" 1 _,kzdx_ i oo —ikzd$
V2 2 J—oo V2 2w

On a donc :
1 oo 7ikzd
o(k) = 5/700 e x

Cette expression n’a pas de sens au niveau mathématique car la fonction
x — e'%® n’est pas sommable.

Proposition
Soit (T,,) une suite de distributions de S', et soit T € S'.
Silim T, =T, alors llrn}'[T ] = FIT].

n—oe

Proposition
Ona:
&cscr

(toute distribution & support borné est tempérée).
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Proposition
Soit T € £'. On montre que F[T] est réguliére et est associée a la fonction

de classe C™ :
{R — C

E — \/#2—#<Tx,e_“”>

5.10.4 Transformée de Fourier du produit de convolution

Proposition
Soient S€ S etT€&'. On a :

F[T 8] = V2 FIT] F[S]

(ce qui comprend Dezistence des deuzx termes)



