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Chapitre 1

Les probabilités

1.1 Eléments de théorie des ensembles
1.1.1 Rappels
Définition
Soit E un ensemble. On note B(E) l'ensemble des parties de F, c’est-a-dire :
AefE)<= ACE

Remarques

- E € (E)
- g€ B(E)
— w € E = le singleton {w} € G(E)

Cas particulier
Si E est un ensemble fini E=(wy, ..., w,) alors Card E = n et Card 3(E)=2"

Exemple
Soit I’ensemble E={wq,wq,w3}

alors B(E)={@, {w1}, {w2}, {ws}, {w1, wa}, {wy, ws}, {wa, ws}, {wy, wa, ws}}
et Card 3(E)=8

Soit E un ensemble, A et B deux parties de E, on peut alors définir :

— A¢ :le complémentaire de A dans E

— AUB : 'union de A et de B

— AN B : l'intersection de A et de B
A\B={we E/we Aetw¢gB}=ANB:la difference de A et de B
— AAB = (A\B) U (B\A) : la différence symétrique de A et de B
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A ’ A
% ’ z
Différence entre A et B AAB

1.1.2 Tribu
Définition

Soit E un ensemble quelconque et F un sous-ensemble de (FE) (F est une famille de
parties de F).

On dit que F est une tribu (ou o-algébre) sur I si :

1. E appartient a F
2. AcF = AcecF

3. Toute réunion finie ou infinie dénombrable d’éléments de F est un élément de F

A
( )GI} alors |JA;, € F

A, eF 1€l
Exemples
Exemples de tribus sur E = {2, 29, 23}.
- B(E)
- {Qv E}

- {2, E, {z1}, {22, 23}} : tribu engendrée par {x}

Proposition

St F est une tribu alors
-oeF
— Toute intersection finie ou infinie dénombrable d’éléments de F est un élément de F.
(Adier } alors A; € F
A, eF i€l
Soit E un ensemble et F une tribu sur E; alors (E,F) est appelé espace mesurable

Exemples
Soit E un ensemble quelconque.

— B(E) est une tribu de E.
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— {@,E} est une tribu. C’est la plus petite, elle est contenue dans toutes les autres.

— Soit A une partie de E (A € G(E)). Alors {@, E, A, A°} est une tribu, c’est la plus petite
tribu contenant A, c’est la tribu engendrée par A.

— Soit G un sous-ensemble de G(E), on appelle tribu engendrée par G I'intersection de
toutes les tribus (sur E) contenant G ; c’est la plus petite tribu qui contienne G.

Cas particuliers
L’ensemble des sous-ensembles de R Lebesgue-mesurables, forme une tribu sur R.

Soient E=R, G la famille de tous les ouverts. G n’est pas une tribu sur R. La tribu
engendrée par G est appelée tribu borélienne sur R, et notée B(R). Les éléments de B(R)
sont appelés boréliens de R.

Tous les sous-ensembles usuels (intervalles ouverts, fermés, semi-ouverts, ..., singleton,
ensemble infini dénombrable de singletons) sont des boréliens.

tribu des Boréliens

tribu des
sous-ensembles
Lebesgue-mesurables

BIR)

1.1.3 Mesure positive sur une tribu

Soit (E,F) un espace mesurable.
Définition

On appelle mesure positive sur (E,F ) une fonction m définie sur F, a valeurs dans
[0, +00 [, vérifiant :
1. m(@)=0

2. Pour toute famille finie ou infinie dénombrable (A;);c1r d’éléments de la tribu F deux

deux disjoints, on a :
m(UAz) = Z m(A;)

el 1€1

Soit A € F alors le nombre m(A) (fini ou non) est appelé mesure de A et le triplet (E,F,m)
est appelé espace mesuré.
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Mesure de Lebesgue-Stieltjes

(R, B(R)) est un espace mesurable. Soit f une fonction réelle, définie sur R non décroissante,
et continue a droite en tout point de z € R ( lm”grf(ac +e) = f(z))
e—0

Proposition

Il existe une mesure unique définie sur la tribu borélienne B(R ) telle que pour tout
intervalle semi-ouvert borné Ja, b] (oo < a < b < +00) on ait :

m(la, b)) = f(b) = f(a)

Cest la mesure de Lebesgue-Stieltjes notée myg associée a f.

Propositions
1omys(Ja, b[) = f(b7) — f(a)
2. mis([a, b) = f(b7) = f(a”)
3. mis([a, b]) = f(b) — f(a™)
4. mis({a}) = fa) — f(a™)

Si f est discontinue en a alors mpg({a}) # 0.

Cas particulier
Soit la fonction f(x)=x, la mesure de LS associée & cette fonction est la mesure de
Lebesgue, notée my.p.
miep({a}) =0
miep(Ja, b]) = miep([a, b)) = muer([a, 0]) = muep(Ja, b)) =b—a

Cas particulier
1siz>0
Soit la fonction f(z) = .
0siz<0

La mesure associée a f est appelée mesure de Dirac concentrée & 'origine et notée mp.
1 si E contient ’origine

Soit E un élément de B(R) ; alors mp(E) = {

0 sinon

1.1.4 Epreuves
Deéfinition

On appelle épreuve une expérience susceptible d’étre répétée dans des conditions a
priori identiques et dont ['issue est soumise au hasard.

Le résultat d’une épreuve est imprévisible, mais appartient @ un ensemble bien déter-
miné : l'ensemble de tous les résultats possibles, appelé espace fondamental et noté €2.
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Exemples

1. & on lance un dé (non pipé) et on considére le nombre obtenu.
0 = {17273747576}: [[17 6]]
2. & on lance deux dés, un rouge et un vert; on note (z,y) le résultat avec = le nombre

affiché sur le dé rouge et y le nombre affiché sur le dé vert.
Q ={(v,y)/1<e<6et 1<y<6}=[1,6]"

1.1.5 Evénements
Deéfinition

Etant donné une épreuve £ et son espace fondamental 2, on appelle événement asso-
cié a & (ou tout simplement événement) un fait dont on peut dire, pour chaque résultat
de l’épreuve, s’il est réalisé ou non.

De facon générale, on identifie un événement avec le sous-ensemble de résultats pour lequel
il est réalisé.

Exemples

1. & :on lance un dé non pipé et on considére le nombre obtenu.
Q0 = {17273747576}: [[17 6]]

événement A : "on obtient un nombre pair"
A={2,4,6}

2. & : on lance deux dés non pipés et on considére le couple de nombres obtenu.
2
Qy=1[1,6]".
événement A : "la somme des numéros fait trois"
’ ’ ! . ’
événement A —"le produit des numéros est 2"

A= A/ = {(172)7 (27 1)}

el.’ensemble 2 est un événement appelé événement certain.
Exemple

Pour & avec @y =[1,6] on a:
I’événement "on obtient un entier" est I’événement certain.

ela partie vide @ est un événement appelé événement impossible.

Exemple
Pour & avec @y =[1,6] on a:
I’événement "on obtient un 7" est ’événement impossible.
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eSoit w € Q. Le singleton {w} est un événement appelé événement élémentaire.

oSi A est un événement alors A€ est ’événement contraire. Si A est ’événement "on obtient

un nombre pair" alors A est I’événement "on obtient un nombre impair".

eSi A C B alors A entraine B. Lorsque A est réalisé, B 'est aussi.
oA UB est ’événement "A ou B".
oA N B est I’événement "A et B".

oSi AN B = & alors les événements A et B sont dits incompatibles.

1.1.6 Mesure de probabilité

Soient £ et . On a vu que les événements sont des éléments de 5(12).
On cherche & attribuer une certaine "probabilité" aux événements associés a &£.

Remarque

Si Q est fini ou infini dénombrable, ’ensemble A des événements que 'on va étudier
pour construire un ensemble probabilisé est 3(€2) en entier.

Si € n’est ni fini, ni infini dénombrable, il se trouve que, pour des raisons mathéma-
tiques, I’ensemble A des événements étudiés est seulement inclus dans 5(©2). On impose
que A ait la structure de tribu sur €.

Exemple

Si Q = R, alors A = B(R)

Définition

Le couple (Q,A) formé de 'ensemble fondamental Q et de la tribu A des événements
forme un espace probabilisable.

Définition

Soit (2,A) un espace probabilisable. On appelle mesure de probabilité (ou simplement
probabilité) sur (Q,A) une mesure positive (notée P).

P est donc une application qui associe & tout €vénement A de A un nombre P(A),
appelé probabilité de A, et qui satisfait auxr axiomes suivants :

L.YAeA 0<P(A)<I1
2. P(Q) =1

3. (Ay)ier est un ensemble fini ou infini dénombrable d’éléments de A, 2 a 2 incompatibles

(AiNA; =0 sii#j).
P(UAZ») = P(A)

el 1€1
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Le triplet (2, A, P) est appelé espace probabilisé.

Propositions
1. P(@)=0
2. P(A°)=1-P(A)
3. Si A C B alors P(B\A) = P(B) — P(A)
4. P(AUB)+ P(ANB)=P(A) + P(B)
5. P(AjUA U...UA,) < P(Ay) + P(Ay)...P(A,)

Remarques

Si A et B sont disjoints alors P(A U B)=P(A)+P(B)
— On appelle événement quasi-impossible un événement A tel que P(A)=0 .

— Un événement quasi-impossible n’est pas forcément égal a &.

On appelle événement quasi-certain un événement A tel que P(A)=1.

1.1.7 Mesure de probabilité sur un ensemble fini

Soit Q@ = (wi,...,w,) un ensemble fini. Toute mesure de probabilité sur (2, 3(€2)) est
parfaitement déterminée par la donnée des p; = P({w;}) pour i = l..n avec p; > 0 et
N
>opi=1.
=1
Exemple

Soit, £ ’épreuve : "lancer d'un dé non équilibré".

Ona:Q=[1,6]et A= p3(Q).
On note P({a}) = p,.

pr=1/9 pp=1/9 ps=1/9
Pa=2/9 ps=2/9 ps=2/9

5
Soit A : "obtenir un nombre pair'. On a P(A) = pa+ ps + ps = 9

1.1.8 Cas particulier : probabilité uniforme (9 fini)

) 1 1 . el
Sip = N = Card q Pour? €1, n], alors p est la probabilité uniforme.
Ona:P(A)= gzij g =2 ..ea P{w:}) pour tout événement A € 3(€2).

Application : Probléme des anniversaires
Soient M personnes en présence.
On cherche la probabilité pour que deux personnes aient leur anniversaire le méme
jour. Si M > 365 alors Py = 1. On supposera donc que 2 < M < 365.
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Soit (2, A, P) un espace probabilisé avec Q = {(z1,...,2,)/x; € [1,365]} et
A=[3(Q).
P : mesure de probabilité uniforme.
Soit. Py la probabilité de 'événement A = "deux personnes parmi les M personnes
présentes sont nées le méme jour de "année'.
I est plus simple d’étudier I’événement B : "les anniversaires des M personnes tombent
tous des jours différents".

Onaalors AUB=Qet ANB =2 dou P(A)=1-P(B).

Card B 365!

P(B) = dQ=365Net Card B= — .
(B) Card q 2VeC Car 365" et Car (365 - N)!
-N+1
Ainsi Py = 1 — 200X X 365 =N+ 1)

365N

N‘ 2 10 15 22 23 32 35 41
Pnx | 0.003 0.12 0.25 0.48 0.51 0.75 0.81 0.90

On remarque que Py devient inférieur a 0.5 dés que N > 23.

1.1.9 Suite d’événements

Soit (92, A, P) un espace probabilisé, considérons une suite d’événements Ag, Ay, ... (élé-
ments de A).

o-additivité

Si (Ay,) est une suite d’événements de A, 2 a 2 incompatibles alors :

P(Ua) = X e
Cette propriété est appelé la o-additivité.
Deéfinition

1. la suite (A,)nen est dite croissante si : A, C Apqyr Vn € N
2. la suite est dite décroissante si A1 C A, Vn €N

Proposition

1. Si (A,)nen est une suite croissante d’événements alors lim P(A,) =P( | A,)

n—+00 neN
2. 51t (Ay)nen est une suite décroissante d’événements alors lim P(A,) =P( ) A,)
n—+00 neN

Démonstration
Soit (A,,)nen une suite croissante. Soit la suite (B,,),ery avec B = Aget Vo € N*, B,, = A, \A,_1.
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Les B, sont deux a deux incompatibles.

P(UAn) :P(UBn) ng(Bn)

neN neN
n + 00
enfin m) = n)- BEn passant a la limite on alors m) = lhim n
fi P(B P(A,). E a la limi | P(B lim P(A
m=0 m=0 n—+0oo

Exemple
On lance un dé indéfiniment. Quel est la probabilité de ne pas obtenir d’as au cours des
n premiers lancers ?

A, : événement "ne pas obtenir d’as au cours des n premiers lancers"

P(A,) = nb de suites (ui,...,u,) ne contenant pas d’as 5"
" nb de suites (uy, ..., u,) - 6n
L’événement "ne jamais obtenir d’as" est () A,.
neN*

La suite (A, )nen est décroissante donc on peut appliquer la proposition ci-dessus.
n

lim P(A,) = lim g =0

n—+oo n—+oo
"Ne jamais obtenir d’as" est donc un événement quasi-impossible.

1.2 Mesure de probabilité uniforme sur une partie de R

Probléme
Si on choisit un nombre au hasard entre zéro et un. Quelle est la probabilité qu’il
appartienne a [0.27, 0.32[? Quelle est la probabilité que le nombre soit rationnel 7

Définition

Soit Q@ un borélien de R, on munit Q de sa tribu borélienne B(2) et on considere la
mesure de Lebesque mye, sur (2, B(Q)). Si 0 < myp(Q2) < +00, on appelle mesure de
probabilité uniforme sur (Q, B(Q)) la mesure de probabilité définie pour tout A € B(Q)
par :

myep(A)

P(A) = miep(Q2)

L’expression "choisir au hasard un nombre dans Q" signifie que U'on utilise le triplet
(2, B(Q), mesure de probabilité uniforme).

Réponses au probléme

0.05
A "appartient" 4 [0.27, 0.32[ avec P(A) = — = 0.05

mleb([o, 1] M Q)

=0
miep ()

A "appartient" aux rationnels avec P(A) =
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1.3 Probabilités conditionnelles

1.3.1 Introduction

Considérons un dé non pipé avec les faces paires colorées en blanc et les faces impaires
colorées en noir. On jette le dé et on observe de loin que c’est noir. Quelle est alors la probabilité
d’obtenir un cinq?

A={5},B={1,3,5},Q=]1,6], A= 53(R). P mesure de probabilité uniforme sur (2, 3(2))
P(A|B) : "probabilité de A sachant B".

1 1 P(ANB 1
P(ANB) = 8 et P(B) = 3 soit encore P(A|B) = ﬁ = 3 D’oti la définition
suivante.
Définition

Soit (Q, A, P) un espace probabilisé. Soit B € A un événement de probabilité non
nulle. Ftant donné un événement A € A, la probabilité de "A sachant B est le nombre :
P(ANB)

PIAIB) = 5 ;

Théoréme

Soit (Q, A, P) un espace probabilisé et B € A tel que P(B) > 0, alors l'application :
A— R
A — P(A|B)

est une mesure de probabilité sur (2, A), appelée probabilité conditionnelle relative a B.

1.3.2 Indépendance de deux événements
Définition
Deux événements A et B sont dits indépendants si P(ANB) = P(A) - P(B)

Sotent trois événements A, B et C, ils sont mutuellement indépendants s

_P(ANB) =P(A) - P(B)

“P(ANC) =P(A) - P(C)
_P(BNC) =P(B)-P(C)
“P(ANBNC)=P(A)-P(B) - P(C)

Si on a uniquement les trois premiéres conditions, on dit que les événements sont deux a
deux indépendants.

Exemple
On lance deux dés : un rouge et 'autre bleu, on a alors Q@ = [1,6]*, A = B(Q) et P
uniforme.
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Soient les trois événements :

A "le dé rouge améne un numéro pair".
B "le dé bleu améne un numéro pair".
C "la somme des numéros est paire'.

P(A) = P(B) = P(C) = %
P(ANB)=P(ANC) =P(BAC) = |

P(AmBmC):i;& (%)3

15

1.3.3 Systéme complet d’événements. Formule des probabiltés totales et

formule de Bayes

Définition

Soit {Hg/k = 1,2, ...} une famille finie ou infinie dénombrable d’événements deux a
deuzr incompatibles telle que | J Hy = Q. Une telle famille est appelée systéme complet

keN
d’événements.

Proposition

Soit {Hy/k = 1,2,...} un systéme complet d’événements, tous de probabilité non

nulle. Alors, on a :

VA € A, P(A) =) P(Hy)P(A[Hy)
k

Cette formule est dite "formule des probabilités totales".

Si de plus P(A) >0, on a :

Wk, P(Hy|A) =

P(Hy)P(A[Hy)

J

2 P(H;)P(A[H;)

Cette formule est dite "formule de Bayes".

Application de la formule de Bayes

On tire au hasard un individu d’une population ot un homme sur 10* est malade.
On dispose d’un test : le test est fiable pour une personne malade dans 99% des cas, et
0,1% des personnes saines (non malades) ont un test positif.

Sachant que la réaction de I'individu au test est positive, quelle est la probabilité

qu’il soit réellement malade ?

Soit, ’épreuve E "On tire au hasard un individu dans la population".

H; : "'individu est malade".
H, : "I'individu n’est pas malade".

Hy; = H{ donc {Hy, Hz} forme un systéme complet d’événements.
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A : "lindividu tiré au hasard présente une réaction positive au test'.
On cherche P(Hy|A).
On sait déja que P(Hy) = 1074, P(Hz) = 0.9999, P(A|H;) = 0.99 et que P(A|H3) = 0.001
d’ou :
P(H,)P(A[H,)
P(IT,)P(AIH,) + P(11,)P(AJIE)
Le fait que P(H;|A) soit faible provient du fait que la maladie est rare.

~ (.09

P(H,[A) =

1.4 Généralités sur les variables aléatoires

1.4.1 Variable aléatoire réelle (v.a.r.)

On considére une épreuve & et I'espace probabilisé associé (2, A, P). Attention : Une v.a.r.
n’est pas une "variable", ¢’est un nombre qui dépend du résultat de I’épreuve : c¢’est donc une
fonction & valeurs réelles du résultat.

Définition

Soit (2, A, P) un espace probabilisé. On appelle v.a.r. sur (2, A, P) une application
X de Q dans R vérifiant :

VB eBR), X'B)={wecQ/X(w)eB}e A

Remarque
[’ensemble X7!1(B) = {w € Q/X(w) € B} est souvent noté {X € B}.

1.4.2 Loi de probabilité d’une v.a.r.

Soit X une v.a.r. sur (2, A, P), alors VB € B(R),X"1(B) € A.
La probabilité de X™!(B) est donnée par P(X~!(B)). Cette probabilité se lit "probabilité que
X soit dans B" et on la note P({X € B}).

Proposition

Soit X une v.a.r. définie sur (Q, A, P). Alors application :
Px : BR) —s [0,1]
B ~— Px(B)=PX"1(B))

est une mesure de probabilité sur (R, B(R)).
La mesure Px est appelée loi de probabilité de la v.a.r. X. On dit aussi que X suit la loi

de probabilité Px.

Exemple
On considére I'épreuve &y définie au paragraphe 1.1.4 et un espace probabilisé (€2, A, P)
avec Q =[1,6]* A= () et P est la mesure de probabilité uniforme.
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Soit X P"application définie par :
X: Q=R
w +— X(w) = nombre de fois qu’on obtient un as quand w se réalise

X est une v.a.r. sur (2,4, P) et X(Q) = {0,1,2}. On a alors :
Px({0}) = P(X~({0})) = 25/36
Px({1}) = P(X"'({1})) = 10/36
Px({2}) = P(X~'({2})) = 1/36

1.4.3 Fonction de répartition d’une v.a.r.
Deéfinition

Soit (2, A, P) un espace probabilisé et X une v.a.r. définie sur cet espace. On appelle
fonction de répartition de X la fonction Fx définie par :

Fx : R—[0,1]
r— Fx(z) = Px(]—o0,z])
P(X~(] = 00, 2]))
= P{we Q/X(w) €] — 0, z]})

Propositions

1. Ve e R, 0 < Fx(z) < 1.
2. Fx est une fonction croissante de X.
3. Vo € R, Fx est continue a droite et admet une limite & gauche.

4. limes oo Fx(2) =0 et limuyyoo Fx(2) = 1.

Remarque

Vo € R,Fx(z) — Fx(27) = Fx(zF) — Fx(27) = Px({2}) = Px ({z}).

Proposition

Pour toute fonction Fx vérifiant les propriétés 1 a 4 citées ci-dessus, il existe une et
une seule mesure de probabilité Px sur (R, B(R)) vérifiant pour tout couple (a,b) € R? a < b:

Px(Ja, b)) = Fx (b) - Fx(a)

Px est la mesure de Lebesgue-Stieltjes associée a Fx.
Donc deuzx v.a.r. ayant méme fonction de répartition ont méme lot de probabilité.

Proposition

Sotent X une v.a.r., Px sa loi de probabilité, Fx sa fonction de répartition. Alors,
pour tout couple (a,b) € R?,a < b, on a :
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Px(l - coa]) = Fx(a)

Pyl - o) = Fxla~)=Fx(a

Pu(fa, o) = 1 Fx(a)

Px(Ja,+<[) = 1-Fx(at)=1-Fx(a)
Pxllab) — Fx(b) - Fx(a)

1.5 Variables aléatoires réelles discrétes

1.5.1 Deéfinition

Une v.a.r. X, définie sur (2, A, P), est dite discréte si ’ensemble image X () = {X(w)/w € Q}
est fini ou infini dénombrable.

Cas particulier
Si X(Q) est fini, la v.a.r. discréte X est dite simple.

Proposition

Soit X : Q@ — R une application d’ensemble image X() = {ap/k € K} (K est un
sous-ensemble de N), fini ou infini dénombrable. Alors, X est une v.a.r. discréte si et
seulement si Yk € K, X71({zx}) € A.

Remarque
Si € est fini ou infini dénombrable, alors toute application X de €2 dans R est une v.a.r.
discréte.

1.5.2 Loi de probabilité d’une v.a.r. discréte
Deéfinition

La loi de probabilité Px d’une v.a.r. discréte d’ensemble image X(Q) = {zx/k € K}
est définie par la donnée Yk € K de la probabilité de I’événement X1 ({x1})

Px({zi}) = P(X™ ({4 }))

Notation
Dans toute la suite, pour simplifier ’écriture, on notera :

Px({zx}) = P(X = 24)

Remarque
> ek Px({ar}) = 1 car 'ensemble des événements X~! () forme un systéme complet
d’événements.
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Proposition

Soit B € B(R).
On a alors :

Px(B)= > Px({zs})

keK,zpeB

X7I'(B)= {weQ/X(w)e B}
— UkEK,xkEB{w € Q/X(w) =z} union disjointe
Urer,opes X ({2x})

PXTIMB) = Piek apen PXT ({21}))

Px(B) = ZkeK,xkeB Px({zx})

Exemple
On considére I’épreuve &, qui consiste a lancer deux dés non pipés. Soit (€2, A, P) I'espace
probabilisé associe. OnaQ =1, 6]* A= B(€2) et P la mesure de probabilité uniforme.
On considére le nombre X d’as obtenus lors du lancer. On a :

25 10 1
Px(0)=P(X=0)=— Px(1)=P(X=1)= — Px(2)=P(X=2)= —
O =PE=0)=2 py)=Px=1)=10  Pyr=Px=2= L
La probabilité pour que X soit pair est Px(B) = >4k ., ep Px(2x) avec B = {2m,m € N}.
13
On a alors Px(B) = TR

1.5.3 Fonction d’une v.a.r. discréte

Soit X une v.a.r. discréte, X(Q) = {z/k € K} et ¢ une fonction de R dans R définie en
tout point de X(€2) par :

e(X): @—R
w— p(X(w))

Proposition
Y = p(z) est une v.a.r. discréte avee Y(2) = {¢(xr)/k € K}. De plus :

Yy eY(Q), Py(y)= > Px(ax)
keK,p(zr)=y
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Exemple
Soit X une v.a.r. discréte simple. X(Q2) = {-2,—1,0,1} avec :

PX=-2)=PX=-1)=PX=0)=PX=1)=1/4
Soit Y = X2 une v.a.r. On a alors Y(Q) = {0, 1,4} avec :

P(Y=0)=1/4 P(Y=1)=1/2 P(Y=4)=1/4

1.5.4 Exemples de lois discrétes usuelles

Loi binomiale

On appelle v.a.r. binomiale de paramétre n et p (n € N*,p € [0, 1]) une v.a.r. discréte
simple X qui peut prendre les valeurs {0,1,...,n} (i.e. X(2) = [0, n]) et dont la loi de
probabilité est donnée par :

vk e [0,n], Px({k}) = Cpp"(1 —p)""

La loi binomiale correspond au cas d’un tirage avec remise.

Cas particulier (n=1)
On dit alors que X est une v.a.r. de Bernoulli. L’épreuve £ de Bernoulli est caractérisée
par Q = {wy,wy} avec wy la probabilité d’avoir un échec et wy la probabilité d’avoir un
succés. On a P({w1}) =1 —pet P({wy}) = p. Comme X({w;}) = 0 et X({wy}) =1, on
a:

Loi de Poisson
On appelle v.a.r. de Poisson de paramétre A > 0 une v.a.r. discréte X qui prend les valeurs
{0,1,...} et dont la loi de probabilité est donnée par :

/\k
_ __=A

Retour sur la loi binomiale

Considérons la limite n — 400, p — 0 et le produit np = A une constante positive. Alors,

P(X=k)= Cppt(1—p*
nn—1)...(n—k+1) ,

= o pE(=p)t
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nn—1)...(n—k+1) , nk AR
k! P, T
(1 _ p)n—k ~ e P €—>\

On retrouve, dans cette limite, une loi de Poisson de paramétre A (voir schémas).

Loi géométrique

On appelle v.a.r. géométrique de paramétrep € [0, 1] une v.a.r.discréte X avec Q = {1,2,...}
dont la loi de probabilité est donnée par :

Vk € N*, P(X = k) = p(1 — p)*~!

Exemple

On considére 'épreuve & qui consiste a jeter indéfiniment une piéce. Soit p la probabilité
d’obtenir pile. Q = {(u1, uz,...)/u; = pile ou face}. Soit la v.a.r. X définie par :

X: Q—R
w — numéro du premier lancer donnant pile
On a alors X(Q) = Nt* et :

Vi € N, P(X = k) = P({w € Q/X (@) = k}) = (1 - p)"""p
1.5.5 Fonction de répartition d’une v.a.r. discréte

Proposition

Soit X une v.a.r. discrete, X(Q) = {z/k € K}. Sa fonction de répartition Fx est
donnée par :

Vo €R, Fx(r) =Px(l-00,2])= > P(X=ua)

keK,zp <z
N.B. : Fx est constante par morceaux.
1+ B—
S
Bt
— pomseeneees —
X1 Xo X3 Xn

Fia. 1.1: Exemple de fonction de répartition d’une v.a.r. simple
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1.5.6 Espérance mathématique, moments

Soit X une v.a.r. discréte, X(Q) = {zy/k € K}.
Espérance mathématique

L’espérance mathématique de X (notée E[X]) est définie par :

EX] =) o P(X = ay)

keK

(sous réserve que cette série converge absolument).
Moments

Les définitions suivantes sont vraies sous réserve de la convergence des séries mises
en jeu.

Soit r € N. On appelle le moment d’ordre r la série :

D apP(X = 23) = B(X)

keK

On appelle le moment centré d’ordre r la série :

™ (e — E[X))P(X = 23) = E[(X — E[X)']
keK

On appelle variance de la v.a.r. X le moment centré d’ordre 2 :

var[X] =Y (vx — BX])’P(X = ay)
keK

Remarques

- var[X] >0
— var[X] = E[X?] — (E[X])?

Ecart-type
St la v.a.r. discréte X admet une variance, on définit Uécart-type par :
o(X) = y/var[X]
Deéfinition
La v.a.r. discréte X est dite centrée si E[X] =0, réduite si var[X] = 1.

Soit Y une v.a.r. discréte telle que la série ), o yxP(Y = y) converge absolument. Y
admet alors une espérance mathématique, une variance et un écart-type.
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Y —
La v.a.r e est la v.a.r. centrée-réduite associée 3 Y.

o
Exemples
— Loi binomiale de paramétres n et p.

Un calcul similaire donne var[X] = np(1 — p).

— Loi de Poisson de paramétre A.

E[X] = var[X] = A

— Loi géométrique de paramétre p €]0, 1[.
1 1-
B[X] = - var[X] = —2
p p
1
— Soit X une v.a.r. discréte. X(Q) = N* et Vk € N*, Px(k) = ————. Cette v.a.r.

k(k+1)

discréte n’admet pas d’espérance mathématique.

1.5.7 Couple de v.a.r. discrétes

Soit (2,4, P) un espace probabilisé associé a une épreuve £. Soient X et Y deux v.a.r.
discrétes définies sur (2, A4, P). X(Q) = {z;/i € I} et Y(Q) = {y;/j € J}.
Loi conjointe

Définir la loi de probabilité conjointe du couple (X,Y) , c’est donner la probabilité
notée p;; de l'événement :

X {2z Y~ ({yh) = {w e Q/X({w}) =2 et Y({w}) =y}

On note la probabilité :
Pij = P(X =x; et Y = y]‘)

Lois marginales

Pmarg(X = $2) = szy

i€l
Ceci est vrai car {Y~'({y;})/j € J} est un systéme complet d’événements. On a de méme :

Prarg(Y = yj) pr

[
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Lois conditionnelles
On note la probabilité de I’événement A sachant que I’événement B est réalisé : P(A|B).
On a:
PX=uz;et Y=uy,)
PX=ux|Y=y;) = J
K=l =a) PY = 1)
I
Zielpij
On a de méme : i
PY =y |X=2;) = =—2—
! Z]‘GJ Pij
Remarque
D (i)etxaPij =1
Espérance mathématique conditionnelle
On appelle espérance mathématique conditionnelle de la v.a.r. X sachant que Y = y; le
nombre :
BXIY =yl = YiaqzP(X=a]Y =y))

PX=u2,Y=uy;)
2uiel Y PX =2, Y =y;)

Fonction de répartition conjointe du couple

Soit un couple (X,Y) de v.a.r. discrétes. On appelle fonction de répartition conjointe du

couple la fonction définie par :

V(z,y) € R2, Fxv(z,y)=P(X €]-0c0,z] et Y €]—00, y])

Fonctions de répartition marginales

On appelle fonction de répartition marginale de X, la fonction définie par :

Vo € R, Fx(z) = Z P(X = ;)
1€z, <z

De méme, pour Y :

Yy eR,Fy(y)= > PY=y)

J€Ly; <y

Exemple

On considére I’épreuve qui consiste & choisir un entier dans Uintervalle [ 1, n], puis a
choisir un entier inférieur ou égal au premier obtenu. [.’espace fondamental est simple-

ment :

Q= {(k1)e[1,n]*/ <k}
On définit alors les deux v.a.r. suivantes :

X Q — R
(k) —k
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Y : Q — R
(k1) 1

— Loi marginale de X

ke[, n], P(X:k):%

— Loi conjointe du couple (X,Y)

1
(kD) €Q U<k P(X=ket Y=1)=P(X=k)-P(Y=1X=k) = —

n
Sil>k, PX=ket Y=1)=0

— Loi marginale de Y

& 1 1,1 1
Vie[l,n], P(Y=1) = P(X:ketY:l):ZE:E(Y—F..—FE)
k=l k=l
Cas particulier n=3
1
P(X:l):P(X:Q):P(X:S):g

Loi conjointe :

1
PX=3etY=1)=P(X=3ec Y=2=PX=3ctY=3)=

1
PX=2eY=2=P(X=2eY=1)=
1
PX=leaY=1)=g
Loi marginale de Y :
P(Y=1) =~  PY=2=— P¥=1)=-=
718 718 718

Définition

Soient X et Y deux v.a.r. discrétes (définies sur (2, A, P).
FElles sont indépendantes si :

Vo, € X(Q) et Vy; € Y(Q), PX=2;et Y=y;) =PX=2;) - P(Y =y;)
St X et Y indépendantes alors :

V(z,y) € R?, Fxy(z,y) = Fx(z) - Fy(y)
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Somme de deux v.a.r. discrétes indépendantes

Soient X; et Xy deux v.a.r. discrétes indépendantes telles que X;(2) C Net X5(Q) C N.
Proposition

La somme S = Xy + Xy est une v.a.r. discréte a valeurs dans N et :

k
VEEN, P(S=k) =) P(Xy=1i)-P(Xy =k — i)

1=0

Exemples

— Xy et X3 v.a.r. de Poisson indépendantes de paramétres A; et Ay, S = Xy + Xo.
VkeN, P(S=k =31 (e—xlﬁ) (e_AQ A )
’ A (k— i)'
—(A1+X2) k! ' '
€ k . i yvk—1
— S, W/\I/\z
e_(/\1+A2)

= (A

On obtient pour S une loi de Poisson de paramétre Ay + Ag.

— X et X3 v.a.r. de Bernoulli de méme paramétre p € [0, 1]. X;(Q2) =0, 1.

Soit S = X; + Xy. Alors () = {0, 1,2} et
P(S=10)=(1-p)*=CH°(1 —p)*°
P(S=1)=2p(1—p)=Chp'(1-p)*"!

P(S=2)=p*=C3p*(1 —p)*~?

S est une v.a.r. binomiale de paramétres n = 2 et p.

Geénéralisation

X1,Xg,..., XN N v.a.r. de Bernoulli, indépendantes, de méme paramétre p. Alors, la v.a.r.
S =X;+...4+ Xy est une v.a. binomiale de paramétres n = N et p.

1.5.8 Covariance et coefficient de corrélation linéaire

Soit X et Y deux v.a.r. discrétes définies sur le méme espace probabilisé (2,4, P) et
admettant chacune une espérance mathématique. On appelle covariance de X et de Y le
nombre :

cov(X,Y) = E[(X — E[X])(Y - E[Y])] = E[XY] — E[X]E[Y]

sous réserve que la v.a. XY admet une espérance mathématique.
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Deéfinition
Sicov(X,Y) =0, on dit que X et Y ne sont pas corrélées.

Remarque
Si X et Y sont indépendantes, alors, elles ne sont pas corrélées (la réciproque est en
général fausse).

Exemple
Soit X une v.a.r. telle que X(Q) = {—1,0,1}, et telle que :
PX=-1) = PX=0) = PX=1) = 1/3.
Soit la v.a.r. Y = X%, On a alors Y(Q) = {0,1} et P(Y=10) = 1/3 et P(Y =1) = 2/3.
On a alors : cov(X,Y) = 0, alors que X et Y ne sont pas indépendantes.

Définition

Coefficient de corrélation linéaire :
cov(X,Y)  cov(X,Y)
var[X]var[Y] ~ a(X)a(Y)

sous réserve que var(X)>0 et var(Y )>0.

JXY) =

Proposition

Soit (a,b) € R. Alors :

_J1 sia >0
f(X’“X+b)_{ 1 sia<0
En particulier, on a
fX,X)=1
fX,=X)=-1

Proposition

Le coefficient de corrélation linéaire de X et Y satisfait la relation |f(X,Y)] < 1.

Remarque

[’égalité f(X,Y) = +1 est obtenue si et seulement si X et Y sont liées par une relation
affine (Y=aX+Db avec (a,b) € R?).

1.5.9 Inégalité de Bienaymé - Tchebitchev

théoréme

Soit X une v.a.r. discréte admettant une espérance mathématique et une variance.

Alors :
var[X]

12
Note : P({|X — E[X]| > [})désigne ici la quantité Px (] — oo, E[X] = [JU[E[X] 4+ {, +o0[)

V> 0, P(IX - BIX]| > 1) <
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1.5.10 Fonctions génératrices
Définition

Soit X une v.a.r. discréte, a valeurs dans N. On appelle fonction génératrice de la
distribution de probabilité de X (ou simplement fonction génératrice de X) la fonction
Gx définie par :

ZP s avec K C N
keK

Remarque
Cx(s) = B[s¥] avec sX = £XIn(®)

Proposition
Le rayon de convergence de la série Y, P(X = k)sk est au moins égal a 1.

Exemples

— Soit X une v.a.r. de Bernoulli, de paramétre p.
Gx(s) =P(X=0)s+P(X=1)s' =1 —p+ps

— Soit X une v.a.r. binomiale de paramétres n et p.

Gx(s) = YipooP(X=k)s"
= Yoo Capf(1 - p)nhst
= (I—p+ps)"
— Soit X une v.a.r. de Poisson de paramétre A.
Gx(s) = XIHP(X=k)s*
o A
= T e
6/\(s 1) ’

Proposition

Soit X une v.a.r. discréte, a valeurs dans N.
~ Si X admet une espérance, Gx est dérivable en s =1 et G (s = 1) = E[X].
- 51 X admet une variance et une espérance, alors Gx admet une dérivée seconde en s = 1

et :
Gx(s=1)+Gk(s=1) - (Gx(s = 1))2 = var[X]

Proposition
Sotent X et Y deux v.a.r. discrétes indépendantes, a valeurs dans N.
Gx4v(s) = Gx(s)Gy (s)

Démonstration
Gxyv(s) = E[s*tY] = B[sXsY] = E[sX|E[s"]
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Geénéralisation
Soient Xy, Xy, ..., X,, n v.a.r. discrétes indépendantes & valeurs dans N. On a :
GXy X 4..4%, () = Gx, (5) - . Gx,, (5)
Exemple
Soient Xy, Xg,...,X,, n v.a.r. indépendantes de Bernoulli de méme paramétre p.

Gx 43X 4.4X, (8) = (1 =p+ps)...(1—=p+ps) = (1 - p+ps)"

On retrouve en fait la fonction génératrice d’une loi binomiale. Or, on admet que si deux
v.a.r. ont méme fonction génératrice alors elles suivent la méme loi de probabilité donc
Xy + Xg + -+ -+ X, suit la loi binomiale.

1.6 Variables aléatoires réelles absolument continues (a.c.)

1.6.1 Deéfinition

Soit X une v.a.r. dont la fonction de répartition Fx est de la forme :
v R, Fx(0) =P(X €] -0, a) = [ Fu()dulv)
]=co,]

ou p est la mesure de Lebesgue sur R et ot la fonction fx : R — R est telle que :
Lofx 2
2. fx est sommable au sens de Lebesgue sur R et [ fx(v)du(v) =1

Alors, on dit que X est une v.a.r. absolument continue (a.c.) et la fonction fx est la densité
de probabilité de X.

Exemples de lois de probabilité absolument continues

1. Loi uniforme sur [a, ] ((a,b) € R?) :

Sy =4 h—a “STS0
0 sinon
2. Loi normale (Gaussienne) :
1 z—m)2
Jx(z) = 5 e” 22 2 ER,MER, 0> 0
To

Sim=0et o =1, la loi normale est dite centrée-réduite. On a :

Fx(w)z/;j— _2dt_7r(Erf(%) )
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0.3;
0. 25¢
0. 2¢
0. 15¢
0.1t
0. 05¢

-2 -1 1 2 3

Densité de probabilité pour la loi uniforme
Haveca = -1et b = 2L

1t
0. 8}
0.6
0.4

.27

-2 -1 1 2 3
Fonction de répartition pour la loi uniforme
Haveca = -1let b = 2L
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Densité de probabilité pour la loi normale
Havec m = 1et sigma = 2L

1t
0.8
0.6
0,/4;
0.2
-3 - ‘2 - ‘1 1 2 3
Fonction de répartition pour la loi normale

Havec m = 1et sigma = 2L
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23 -2 -1 1 2 3
Densité de probabilité pour la loi de Cauchy
Havec a = 1L

0.8

0.6

04}

0.2
23 -2 -1 1 2 3
Fonction de répartition pour la loi de Cauchy

Haveca = -1L

33
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-2 -1 1 2 3 4
Densité de probabilité pour la loi exponentielle
Havec alpha = 1L

0. 8}
0.6}
0.4

0.2}

-2 -1 1 2 3 4
Fonction de répartition pour la loi exponentielle
Havec alpha = 1L
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3. Loi de Cauchy

a
=———VzeR 0
fX($) 7T($2+a2)7 xe 7a>
4. Loi exponentielle
felay=4 @€ 220 oy
= 0 sinon '

Proposition

St X est une v.a.r. absolument continue de densité fx :
~ Fx est continue sur R et en tout point ou fx est continue, Fy (z) = fx(z)
- Vo € R, Px({z}) =0. En effet, pour un intervalle [a,b] € R, on a :

Px([a, b)) = : b]f(v)du(v)

St Uintervalle se réduit @ un singleton, la valeur de Uintégrale est nulle.

Remarque
Soient zg € R et h > 0; alors

Px ([0, 20 + h]) = / fx(0)dp(v)

[#0,20+A]
Si fx est continue en xg, on a alors :
1
lim — d =
Jmg [ ) = (e

d’ott 'on déduit :

Px([z0, z0 + dz]) ~ fx(zo)dz
Exemple

Soit X une v.a.r. absolument continue de densité de probabilité fx(z) =

{ e 220
0 sinon

Quelle est la probabilité que sin X > 07

Notons P{sin X > 0} cette probabilité. On a I’événement :

x—l( | J12km, (26 + 1)77[) = {w € Q/X(w) € | J12kn, (2k+ 1)=[}

kEZ kEZ

P(X= N (Upezl2bm, 2+ 1)r])) = Px((Upegl2km, (2k 4+ 1)7))
= Y pez Px(12k7, (2k+ 1))
= D ken fz(zfiH)W e "dx
Spen(l = e7T)em
= (1—e™) Y ene
1—e7 1

PsinX > 0} = 1 — 5o = 1= ~ 0.959

35
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1.6.2 Espérance, variance
Deéfinition

Soit X une v.a.r. absolument continue. On appelle espérance mathématique de X le
nombre :

BIX) = [ af(oydnto)

sous réserve que la fonction x fx soit sommable au sens de Lebesgue.
La variance est définie par :

var[X] = E[(X - E[X])?

Les expressions des espérances mathématiques et des variances sont données dans le tableau
suivant pour différentes lois de probabilités absolument continues.

E[X] var[X]
b b—a)?
loi uniforme sur [a, b] ot (b-a)
2 12
loi normale m,o m o’
loi de cauchy, « pas d’espérance | pas de variance
1 1
loi exponentielle — —
o o

1.6.3 Couple de v.a.r. absolument continues
Loi conjointe

Soient X et Y deux v.a.r. (2, A, P). On appelle fonction de répartition conjointe du
couple (X,Y) la fonction Fxy de R* dans [0, 1] :

V(ac,y) € sz FX,Y(wvy) = P(X € ] —o0, $] et'Y € ] —00, y])
Définition
S1 Fxy est telle que :

¥(o.y) € R Fxy(oay) = | P (uy ) dp () ()

]=co,z]x] =00,y
avec
1. fxy 20

2. fxy est sommable au sens de Lebesque sur R? et son intégrale vaut 1.

Alors le couple (X,Y) est dit absolument continu et fxy est appelée la densité de
probabilité conjointe du couple (X,Y).

Remarques

— On parle aussi de vecteur au lieu de couple.
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— Soient X et Y deux v.a.r. absolument continues. Il se peut que le couple (X, Y) ne soit
pas absolument continu.

— Si (X,Y) est un couple a.c., alors X et Y sont des v.a.r.a.c.

Exemple

Soit (X, Y) un couple de v.a.r. tel que Fx y = / ﬁe_%(“rz_“”"'”z})d,u(u)d,u(v).

J—co,a]x]—cop] 4T
On vérifie que le couple (X,Y) est un couple absolument continu de densité de proba-

bilité fxy = ?6_%(“2_““"'“2) >0 et /fxy(u, v)dp(u)dp(v) = 1.
T

Loi marginale
Proposition

Soit (X,Y) un couple de v.a.r. absolument continues, de densité fxy. Alors X est
une v.a.r. absolument continue admettant pour densité de probabilité la fonction (appelée
densité marginale de X) définie par :

fmargX : R— R*

U Frnargx (0) = /RfX,Y(%U)dH(U)

Avec 'exemple précédent, on obtient :

\/g 1 2,2
fmargX - 7% 8

\/g 1 _3,2
fmargY - 7%6 8

On obtient des lois normales avec les paramétres m = 0 et 0 =

Sl

Définition

Soit (X,Y) un couple de v.a.r. absolument continues de densité fxy. On dit que X
et Y sont indépendantes si fxy(2,Y) = fmargx(2). frmargy (y) pour presque tout (z,y).

Exemple
Roméo et Juliette projettent de se rencontrer devant les arénes entre minuit et une heure
du matin et d’attendre chacun dix minutes.

Quelle est la probabilité de rencontre?

On note respectivement ¢, et t; les heures d’arrivée de Roméo et de Juliette. On
travaille dans Q = {(t,,t;)/t, € [0,1] et t; € [0,1]} = [0, 1]%. On définit deux
variables aléatoires :

X Q — [0, 1]
(L ;) —> 1,
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16
O

Ue X
Y:  Q —70,1]
(tryt;) —t;
0 =<0
— Loi marginale de X : V2 € R, Fx(z) =Px(]—o0,2]) =< 2 0<a<1
1 z>1

xr

On a alors Fx(z) = / Ito,17(u)du avec Ijg 17 la fonction indicatrice de I'intervalle

[0,1]. ,
De méme pour Y, on a: Vo € R,Fy(y) =Py (]—c0, y]) = / Itg,17(v)dv.
— Loi conjointe du couple
V(o9) € R Py (o) = Pxll=oo, a)Py( -0, ) = [ Ton®lpy(o)duds
0wy K

Y
Le couple (X,Y) est absolument continu et sa densité de probabilité est simplement
donnée par :

Ixy (u,v) = Tjg 47(u)]jg 17(v)

A : événement Roméo et Juliette se rencontrent. Cet événement correspond a [’ensemble :
{(tr,t;) € Q tel que |t, —t;] <

La probabilité de A est alors donnée par :

Exemple : I'aiguille de Buffon (1786)

On trace sur le sol un réseau de droites équidistantes (d). On jette une aiguille de
longueur [ < d. Quelle est la probabilité pour que laiguille coupe une droite ?
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d /h/(q’ ________

Fia. 1.2: Aiguille de Buffon

On considére I'épreuve £ qui consiste & jeter ’aiguille. On mesure h et ¢, les coor-
données de I'aiguille. On a Q = {(h, p)/h € [0,d/2], o € [0, 7]}
On considére les variables aléatoires suivantes :
X Q — [0,1/2]
(hy@) +—h/d
Y: Q — [0, 7]
(hye) —r¢

Le couple (X,Y) est absolument continu et de densité conjointe :

1 1
fxy (@ y) = 1/—21[0,1/2] (2). ;I[O,w[(y)

Soit A I’événement "l’aiguille coupe une droite”.

A={(h¢) € Q/0<h< (I/2)sing)

P = /(m,y)e[o,m] x [0, 7 Py (@sy)dedy

0Lz (I/2d)siny

2 2 (M1 21
w=zf s )y gt

Pour une détermination de 7 & partir de ce résultat, on pourra consulter le site

http ://www.angelfire.com /wa/hurben /buff.html

Loi conditionnelle de X sachant que Y — y

PX<zetYey—hy+h]
h>0 PX<2lYey—hy+h])= ( P(Y €ly—h,y+hl) )

PX<zetYely—hy+i)= | P (uy ) dp () ()
]Oo,x]x[y—h,y-l—h]
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POCEly—hy )= [ fuy (o)

1
On multiplie et on divise par —. On a alors, quand h tend vers zéro :

2h

(4 Fx ()N
lim P(X < z|Y € [y— h,y+ h]) = =—2
lim P( Y €[y — h,y+hl) y—

Définition

Soit (X,Y) un couple de v.a.r. absolument continu de densité fxy. La fonction de
répartition conditionnelle de X sachant que Y = y est définie par :

[ ertnput)

fmargY (y)

et donc la densité de probabilité conditionnelle est donnée par :

VY € R Fle:y($) =

f — fX,Y ($7 y)
XY=y fmargY (y)

Définitions

Soit (X,Y) un couple de v.a.r. absolument continu de densité fxy.
On appelle espérance mathématique de X :

BIX) = [ s (a o)dn(a)du(o)

On appelle espérance conditionnelle de X sachant Y =y :
BIXIY = 3] = [ ufyvo, (u.)duo)

Exemple
On choisit au hasard un nombre entre ] 0, 1 [ puis un second entre ] 0, premier nombre obtenu .
On a Q =10, 1[%. On définit les variables aléatoires suivantes :
X: O —]0,1]
(z,y) >z
Y: 9 —]0,1]
(z,y) +—y

1 st o z€]0,1]
Fmargx (2) = { 0 sinon
1 .
Nx=x() =14 z sioyell, ol
0 sinon
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— Loi conjointe

1

— 8 O<y<e<l1
fX,Y(xv y) - fmargX(x)-fY|X:x(y) = { x ?1 Y $

0 sinon

— Loi marginale de Y

Udx
—=—lny si O0<y<l1
fmargY(y) :/fxy(ac,y)d,u(x) = y T Y Y

0 sinon

— Espérance mathématique de X et de Y

E[X]:/OCfX,Y(%y)dﬂfdy:
BIY) = [t (oy)dody =

Attention : fxy(z,Y) # frargx(2). frargy (¥)

(X et Y ne sont donc pas indépendantes.)

— Espérance mathématique conditionnelle de Y sachant que X = x :

T
BY[X = o] = [ yfvnes (s =
Proposition

Soit (X,Y) un couple de v.a.r. absolument continu de densité fxy. Alors, la somme
S=X+4Y est une v.a.r. absolument continue admettant pour densité de probabilité :

/fXYUS—Ud,u /fxys—vv)d,u()
Cas particulier : st X et Y sont indépendantes alors

:/fmargX(u)fmargY(S - u)d:u(u)

Exemple
Soit X une v.a. normale centrée-réduite.

Vz € R Fx(x):PX(]—oo,x]):/_ —

Quelle est la loi de probabilité de la v.a.r. Y = X??

ﬂ
Wy > 0 Fy<y>=PY<J—oo,yJ>=Px<[—ﬂ7mz/ffdu—z e
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donc
0sivg<0

fY (U) = e_%
\V2rv

Yy e R Fy(y):/_y fy(v)dv

siov>0

Loi du y? & un degré de liberté.

1.6.4 Fonctions caractéristiques
Deéfinition

Soit X une v.a.r. absolument continue de densité fx. On appelle fonction caractéris-
tique de X la fonction définie par :

px 0 R —C '
t — [ x(@)e'du(z)

Remarque
ox (t) = E[e""]. Cette définition permet de définir ¢x pour les v.a.r. discrétes.

Exemples

— Soit X une v.a. de Bernoulli de paramétre p € [0, 1].
px(t) = Gx(s=¢") =1 - p+pe
— Soit X une v.a. binomiale de paramétres n,p.
px(t) = (L —p+pe)”
Proposition
Deuzx v.a.r. ayant méme fonction caractéristique ont méme lor de probabilité.

Exemples

— Soit X une v.a.r. absolument continue de densité fx(z) = avec a > 0 (variable

(2?4 a?)
aléatoire de Cauchy). Alors,

ex(t) = /OO mem’dx = ¢~ (cf. méthode des résidus)

— Soit X une v.a.r. normale centrée-réduite.
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Proposition

Soit ¢x(t) la fonction caractéristique d’une v.a.r. X :
ex(t=0)=1
VieR [ex() <1

wx(t) est uniformément continue sur R

e o~

St le moment d’ordre n de X existe :

Proposition

La fonction caractéristique d’une somme de v.a.r est le produit de leurs fonctions
caractéristiques.

1.7 Suite de variables aléatoires

Préliminaire
Soit ¢ € R, on appelle variable aléatoire certaine ¢ une variable aléatoire discréte qui ne
prend qu’une seule valeur, ¢, avec une probabilité de 1.

1 six>q
0 sinon

Vo € R, Fx(z) = {

1.7.1 Introduction - théoréme de Moivre-Laplace

Soit Xy, Xg,..., X, une suite de v.a. de Bernoulli, indépendantes, de méme paramétre
€[0,1].¥n € N*, X, prend les valeurs 0 et 1. De plus :

EXo]=p  var[X,]=p(1-p) o(Xy)=+p(l-p)
On note Vn € N*S,, = X; + Xy + ...+ X,,. S,, est une v.a. discréte prenant les valeurs
ke[0,n].OnaP(S,=Fk =CEkp*1—p)"Fet:
E[S,] = np var[S,] = np(1 — p) a(Sn) = Vny/p(1 = p)
Soit Sy la v.a.r. discréte définie par :

S*_ Sn_np
" Vayp(-p)
k—mnp

Vn/p(1 = p)

P(SZ Sl B ) = Ot (1-p)""

Vny/p(1-p)

|k e[0,n]}. Ona:

S» prend ses valeurs dans {
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On a de plus :

kelo,n]
k — np

— =
vn/p(l —p)

> Chp"(1—p)"*

k €[0,n]
kg lavny/p(l —p) + np|

Ve € R Fss(v) =Pss(]—00, z]) = Z P(Szzx/ﬁ]j/;—gpi_p))

Ve e R, [z| =

= le plus grand entier inférieur & z
Remarque

. —np . n—mnp
Si & < ————=—= alors Fgx(2) =0 et si 2 > —————= alors Fgx(z) =1
Vi/p(1 = p) Vny/p(1 = p)

Proposition

Quand n tend vers linfini, avec p fixé, on a Ve € R :

lim FS*

n—0oo 1/

C’est le théoréeme de Moivre-Laplace. La limite de Fgx(z) pour n — oo est la fonction
de répartition d’une v.a.r. normale centrée réduite (voir figure 1.3)

n X1+ ..+X
Considérons la v.a.r. S— = g . Cette v.a.r. prend les valeurs k/n pour k € [1,n]
On a:

( ) Chp*(1—p) "
e

Vo €R, Fsa(a)= Y Chpf(1—p)*

" kel1,n]

kg |an]
x <0 Fsp(z)=0
r>1 Fsy(z)=1

Proposition
1 st z2>2p
7111—>r%oFTn( ) { 0 sinon

La limite est la fonction de répartition de la variable aléatoire certaine p (v.a.r. dis-

créte me prenant qu’une valeur, a savoir p, avec une probabilité égale a 1) (voir figure
1.4).
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0.8r¢

0.6¢

Fic. 1.3: Fg,.(z) avec n=100 et p=0.2
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Fia. 1.4: Fg, s, (7) avec n=100 et p=0.2

LES PROBABILITES
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1.7.2 Convergence en loi - théoréme "central limit”

Deéfinition
Sotent Y1,Ya,..., Y, ... une suite de v.a.r. On dit que lorsque n — oo, Y,, converge
en lot vers la v.a.r. Y si pour tout y ou la fonction de répartition ¥y est continue, on
a:
lim Fy,(y) =Fy(y)
n—r00
Remarque

Soit, v, et @y les fonctions caractéristiques de Y, et Y. La suite de v.a.r. Y, converge
en loi vers la v.a.r. Y si et seulement si, pour tout ¢ € R, la suite ¢v, (t) converge vers

oy (t).

Théoréme "central limit”

Soit Xy, Xg,..., X, une suite de v.a.r. indépendantes et de méme loi de probabilité, ad-
mettant chacune une espérance m et une variance o2 (i.e. E[X,,] = m et var[X,] = o2 pour
tout n € N*).

Posons S,, = Xy + X3 + ... + X, (Vn € N¥).
(Rappel : E[S,] = nm et var[S,] = na?).

S, —nm

Vno

Avec les mémes hypothéses, la v.a.r. S, /n converge en loi quand n tend vers 'infini vers
la variable aléatoire certaine m (Loi des grands nombres).

Alors, lorsque n tend vers l'infini, la v.a.r. converge en loi vers une v.a.r. normale

centrée réduite.
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Chapitre 2

Calcul des variations

2.1 Préliminaire : Multiplicateurs de Lagrange

Pour comprendre 'intérét des multiplicateurs de Lagrange, considérons une fonction f :
[ U — R
(z,y) — flz,y)

U est un ouvert de R f est continue et admettant des dérivées premiéres et secondes
continues sur U.

df = fd + afdy_gradfdr

d d
Sien (20, %0), on a 8—'16(3607 yo) =0 et 8—'16(3607 yo) = 0 alors (20, yo) est un point stationnaire
T

de f. La nature du point stationnaire dépend des dérivées d’ordre supérieur.

Que se passe-t-il si (#,y) au lieu de parcourir tout U, le point se déplace sur une trajectoire
g(z,y) = cste (c € R) et g une fonction de classe C? sur U?

Exemple
U=R*et g(z,y) = 2* +y°
1¢reméthode Par substitution.

d
On exprime une variable par rapport a 'autre (ex : y = v/1 — 22) et on résoud d—f =0.
x

Cette méthode se révéle peu praticable pour les fonctions de plus de 2 variables.

2¢émemethode On utilise les multiplicateurs de Lagrange. Partons de :

of 6’f
d —dr + =
f = gde+ 3y
Si dz et dy sont indépendants, alors
of of
d = _— = t —_— =
f =0—= e 0 e dy 0

49
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Mais ici, ce n’est pas le cas puisque dz et dy sont reliés par la relation g(z, y) = cste.

d d d d
dg = 8—idw—|— a—zdy:0:> 8—id$ = —8—‘Zdy

J
Donc, en supposant que 8_9 #0,0n a:
Y

(2:)
df = g_g Oz

oz 0Oy (a_g)
oy

On cherche les points (z,y) de la trajectoire autorisée (c’est-a-dire g(z,y) = cste)
pour lesquels df = 0.

dz

()
gf=0 — O _0r | \oa

dxz Oy (3_9)
oy
(5:) _(5)
— gﬁ = gz = A (en supposant que = g—‘z;«éO)
() (G

Au point recherché, V—}‘ et V—g>] doivent étre colinéaires pour que f soit stationnaire
sur le chemin défini par g¢.

On a alors :
af dg
of (09
dy — /\ay =0 (2.2)

Ce systéme donne (z, y) en fonction de A. En réinjectant z(\) et y(A) dans g(z,y) = cste,
on trouve les valeurs possibles de A et les éventuelles solutions du probléme.

Remarques

- (2.1) et (2.2) <= la fonction f — Ag est stationnaire en ’absence de toute
contrainte sur (z,y).

- X est appelé multiplicateur de Lagrange.

Exemple
of of
= = — = t —
g(x,y):x2+y2:1:>—g:2w et @_2
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af ag
of 89 B B
Gy gy =0 = oo 2w=0 (2.4)

(2.3)4+ (24) = (z+y)(1 =2X) =
(2.3) = (24) = (z —y)(1+20) =0
1
— Pour A # j:§, onaz=0ety=0:ces solutions ne satisfont pas g(z,y) =22 +y? =1

~ Pour A = %, r=y=(2,y) = (%, %) ou(z,y) = (—%, —%)
~ Pour A = —%, r=—y =(z,y) = (%, —%) ou(z,y) = (—%, %)
2.2 Equation d’Euler-Lagrange

2.2.1 Introduction

X X+dx

On considére un signal qui se propage dans un milieu inhomogéne avec une vitesse C(z, y).
Quel est le trajet entre A et B qui rende le temps de parcours minimal ?
Supposons le trajet sous la forme y = y(z),on ay(z =a) =a et y(x =b) = .

ds = VIR T d = da/TT 5

Le temps de parcours & minimiser vaut :

/ m
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2.2.2 Formulation générale du probléme

Soit I, une fonction de classe C? :

L: R3 — R
(uh U, U3) — L(Ul, U, Ug)

Considérons la fonctionnelle I, qui, & toute fonction f (f : z — f(2)) de I'intervalle borné
[a,b] dans R et de classe C?, associe le nombre :

1= [ 1) S, 2
Probléme Trouver la fonction qui rende I( f) extrémale tout en satisfaisant :
fay=a  fB)=5 avec (a,5) € R?
Soit f la solution recherchée. On considére la fonction :
v — f(z) +en()

avec £ € R petit et n(z) arbitraire, C! sur [a, b], satisfaisant 5(a) = 0 et (b) = 0.

y

y =f(x) B

A% =(x) + & n(x)

X

La fonctionnelle T sera stationnaire pour f si I[f] =1[f 4+ en] & 'ordre 1 en €.

I[f+en]=1[fl=0(e)

b
10 +en] = / LU (2) + en(@), f(x) + o1 (), o) da

oL oL
L(f(z) +en(z), f'(z) +en'(2),2) = L+ 2—en+ z7en + 0 (¢)
af af
otl on utilise les notations :

8_].4 - 8L(U17 U, U3)

8f a 8%1

8_].4 - 8L(U17 U, U3)

8]“ a 8%2

avec ug = f'(x) wuy = f(z) us==x
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b oL ol
I[f+en] = I[f]—l—e/ {wn—l——afln’}dx—l-o(e)
I[f]+o(e)
oL oL, _
:>/a{8—f77—|——8f/77}dw = 0

Par intégation par partie (IPP) :
L g — [@]b_/bi(@) "
AT U7 M AR EAT

b d [ IL
= —/a %(8—]“) ndz car n(a) =mn(b) =0

b oL d (0L
= [ o W_%(ﬁ_f’)}:o

La fonction n(z) étant arbitraire, il vient :

o, d(aL)_O
af dx \of')

(Cest ’équation d’Euler-Lagrange.

b
Toute solution de cette équation rend stationnaire la fonctionnelle I[ f] = / L(f(z), f'(z),v)d=.

Remarques

— L’équation d’Euler-Lagrange est une équation différentielle du second ordre pour f.

JL

—— est bien une fonction de x uniquement.

_ 8]‘/
8L . 8L(U17 U, U3)
En effet, a—f’ = s

avec up = f(x), ug = f'(z), us = 2.

2.2.3 Cas particuliers

(7) L ne dépend pas explicitement de f

oL oL

W = 0 donc, d’aprés I’équation d’Euler-Lagrange, a—f’ = cste | c’est-a-dire ne dépend pas
de z.
Exemple

b
I[f]:/ V1t [2da
Soit L(uy, ug, uz) = /14 u2
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oL _ oL om
af duy 21+ ul
!
= L/:cste
V14 f72
_ B,
— fz) = T—(@-a)+a

La trajectoire f(x) est le chemin le plus court entre A(a, «) et B(b, 3).

(i1) L ne dépend pas explicitement de x
L(uy, ug, us) est indépendant de us.

dL_ oL, o,
%:W Gf’f ‘|‘—( 0)

Comme f est solution de I’équation d’E.L, on a :

oL d (aL)
af —dz \af

Donc,
L (0L, O,
de  dz (8f’)f+8f’f
o d , 0L
- % (r77)
oL
— /_:
= |L f@f’ cste

Il s’agit ici d’une intégrale premiére.

Exemple
Quelle est la surface d’aire minimale qui relie deux cercles de méme rayon paralléles et

centrés sur le méme axe?
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[’aire latérale de la surface vaut :
+h

I[r] = / 2rr(z)y/ 1+ (r'(z))%dz

—h

L(uy, ug, us) = 27ugy/ 1+ ul

Cela donne donc d’aprés le (1) :

Soit

L
L-r— = 27k

= 2arvV/1+7r2—=2rrr :
+r?

Au final on obtient ’équation de la surface, qui est une caténoide :

r
I ——
V1472

En intégrant,

r(z) = keh ()

h
on obtient k par la condition au limite R = kch (E)

Remarques

= h R1 1

— Si on pose k= T alors i =ch (2)
= R

On peut donc déterminer numériquement k en fonction de 5 on tracant les courbes

xl—>%xetxb—>ch($).

. . . h
— Lorsque cette équation n’admet plus de solution, notamment si — est “trop grand”, c’est
R
qu’il y a rupture de la surface.

— La résolution de I’équation d’E.L donne un extremum et pas forcément un minimum.

Exemple

1
R=1,h= 3 donne £k = 0.235 et k = 0.848 qui constitue en fait le vrai minimum.

2.2.4 Variations contraintes

Exemple
On attache une corde entre deux points A et B, sa longueur [y étant supérieure a 2a.
L’équation de la corde y(z) est telle que y(a) = y(—a) = 0.
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En considérant que la corde est non-extensible, on obtient y(2) en minimisant I’éner-
gie potentielle.

Ify] = / dx(ug(vV1+y?)y(x))

—a

La longueur de la corde étant fixe, on a une contrainte supplémentaire :

lo:/a dx\/l—l—ylz

On introduit donc le multiplicateur de Lagrange A et on doit maintenant rendre
stationnaire la fonctionnelle :

/_a dz(pgy(z) = \)V1+y"?

La fonction (ugy(z) — A)y/1 — 3’2 ne dépend pas explicitement de @ donc d’aprés le
paragraphe 2.2.3 :

!/

¥

V14y?

(ngy(z) — V1 +y? =y ((ngy(z) — A) =k (keR)

D’ou :
pgy(e) — A=k 1+ y'"
Donc : L )
g
y(z) = —ch (=—=(x+C))+ —
(@) = e (B )+ 2

Cette équation a trois inconnues : k,A, et C et nous avons trois équations supplémen-
taires :

— La contrainte g
—yla)=0
—y(=a)=0
Le résultat définitif est donc :
k 1y rga
= —{ch(——) —ch (=
y(x) Hg{C(k) ch (5 )}

avec l
pga,  pglo
sh(57) =55
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2.2.5 Extrémité libre

On reprend ’exemple de chapitre 2.2.2, mais I"'ordonnée du point B n’est plus imposée.

y

b
(1] = [ L@, @) )
fle=a)=a et nlz=a)=0

On veut encore rendre la fonctionnelle T stationnaire :

i+~ =<ontr =t =0 += [ 05— (ZN )t ror

Cette relation doit étre vraie pout tout 7; on a donc

oL
dlL d L
en plus de la relation d’Fuler-Lagrange : ﬁ = (g—f’)

Exemple
Pour un milieu homogéne, on a L = y/1 + f'2. L ne dépend pas de f donc :
oL I

o =~ i e

L
8—]u(x = b) = 0 impose que ap =0et donc f/=10

La bonne solution est donc logiquement la ligne droite.

= cste

JL

2.2.6 Meécanique classique et "principe de moindre action”

Soit un point matériel de massse m se déplagant sur I’axe des  dans un potentiel V(z).
Soit x4, la position de la particule en t = t5 et xp, la position de la particule en t = tg
Quelle va étre la trajectoire z(t) de cette particule?

On considére la fonctionnelle S, I’Action qui associe & une trajectoire z(t) le nombre

S = /:3 (%mﬁ — V(x))dt
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1 .
La quantité I = §mdv2 — V() est appelée Lagrangien.

La trajectoire effectivement suivie est celle qui minimise ’action. Par ’équation d’Euler-

Lagrange on a donc :
(o _on
dt \oi) Oz

oL .
9 = ™

d (0L .
oL dV(z)
dx  dx

On retrouve donc la relation fondamentale de la dynamique :

dV(z)
 dx

mi =

Remarques

— L ne dépend pas explicitement du temps donc wa— — L est indépendant du temps. Cela
@

1
implique que §mdv2 + V(z) est indépendant du temps : c’est la conservation de I’énergie.

— On peut aussi exprimer certains problémes de mécanique quantique sous forme varia-
tionnelle.



Chapitre 3

Equations aux dérivées partielles

3.1 Qu’est-ce qu’une EDP ?

Soit u = u(x,y, ...) une fonction de plusieurs variables indépendantes (on a un nombre fini
de variables).
Une EDP pour la fonction u, ¢’est une relation qui lie :

— les variables indépendantes (z,y,...).
— la fonction "inconnue" u (variable dépendante).

— un nombre fini de dérivées partielles de u.

ou Ou 0*u

7u78_x78_y7@7”'):0 (31)

= F(z,y, ...
o on o
7u78x78y78x27”'

satisfaite pour z, y, ... appartenant a une certaine région €2 de ’espace des variables indépen-

u est solution de 'EDP, si aprés subsitution, la relation F(z, y, ... = 0 est

dantes.

>

Remarque
Sauf mention contraire, on exige que la fonction u et les dérivées partielles intervenant
dans 'EDP soient continues sur €.
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Les EDP interviennent trés souvent dans les problémes physiques : en électromagnétisme
(équations de Maxwell), en mécanique des fluides (équation de Navier-Stokes), en mécanique
quantique (équation de Schrédinger il %y (z,t) = S (z,t)+ V(2)U(z,t)), ...

2m dx?

Exemple
ou  9*u 0 (2, ) (équation de diffusion)
e — — — =0avecu = u(x équation de diffusion
8$ ayz 7y q

uy (7, y) = 22 + y? solution dans tout R2.

uz (7, y) = e~ sin (y) solution dans R2.

(0,9) = £ solution dans @4 ©
us(x,y) = e~ 4z solution dans
VArzx yeR

0.18 ;
0.16 ;
0.14 ;
012 ;
0.10 ;
0.08 ;
0.06 -
0.04 +

0.02 -

Fic. 3.1: us(z,y) avec z = 2

%] 1 00 2
/ us(z,y)dy = \/m/ e iz dy on pose u =

:\/LE/_OOG_U?du

=1

y
2\/x



3.1. QU’EST-CE QU’UNE EDP?

Remarque

I = e du

2 = (/OO eV du) (/OO eV’ dv)
= // e_(“2+“2) du dv
= 27T/ e rdr

=7

Que peut-on dire de lim us(z,y)?
r—0t
— c’est la distribution de Dirac.

?*u N ?*u
. _ _
0z2 = Oy?
La fonction u : (z,y) — In (\/av2 + yz) est solution dans R%\ {0}

=0 ot u=u(z,y)

.
Rgq : Considérons coordonnées polaires

) gy P P 1001
uiny=us. g e dz2  Oy?  Or?2  ror  r? 062

On cherche une solution u radiale, c’est-a-dire indépendante de 6.

u  10u 0
ar?2  ror
0«
e R
= or r (v € R)
S A =ah()+8 (BeR)
= u(z,y)=aln (x2 + yz) + 4
Remarque
Signification du Laplacien.
P oy
oz T avec u = u(x,y

Soit € > 0 ,

ou 1 ,0%u
(e = e, y) = u(@,y) = eo—(@,y) + 5880 (@, y) + O (£7)

61
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B Ju 1, 0% 3
u(@ Fey) = ul@y) +eg(2.y) + 52555 (2.9) + O (%)
Pu ulz—e,y) —2u(z,y) +u(z+e,y)
927 = = TOe)
9*u _ u($7y—€) — 2u($7y) —|—U($,y—|—€)
oy - o)
%Jr% _ U(ﬂc—€7y)+U(9€+€7y)+U(96€729—€)+U(967y+8) mRUIG) B

Si u est solution de Au = 0, alors :

1
u(z,y) = 1 w(z —e,y)+ulz+e,y)+ulz,y—ce)+ulz,y+e)

Awu = 0 signifie que la valeur de u en un point est égale & la valeur moyenne de u
sur les quatre plus proches voisins (voir schéma).

* (x.y+€)
4 L
(x-¢€y) (x+€y)
(]
(x.y-¢)
® u ne peut pas étre extremum en (x,y).
0? 0?
® u est solution de 8—;; + a—yZ = 0 dans .
e Plus généralement, sur un ouvert connexe :
(20 0) = — (o)l = = [ (o + rcos, yo + rsin 8)d6
w(zg,yo) = ——= w(z,y)dl = — w(zg + rcos b, yo + rsin
27TR CR(l’oyyo) 2 0
Principe du Maximum
. . . 0’u  0*u )
Soit u(x,y), une fonction solution de ) + 902 = 0 dans un ouvert borné connexe €2 de
z Y

R2.

On note 092 la frontiére de €.

On suppose de plus u continue dans U 92 qui est une région fermée du plan.

Si u n’est pas une fonction constante sur Q U 92 alors la valeur maximale de u et la valeur
minimale de u sont atteintes uniquement sur 0f).



3.2. GENERALITES SUR LES EDP

Ci(X0.yo)

Remarque
Au=0=7

1

VR oy 422

On peut considérer ici 'analogie avec une charge a 'origine.

w:(z,y,z) — est solution de Au = 0 dans R*\{(0,0,0)}

3.2 Généralités sur les EDP
Deéfinition

On appelle ordre d’une EDP ordre de la dérivée partielle le plus élevé qui intervient
dans ’EDP.

Exemple

Ou @ =0 1¢* ordre.

dz ' Ay
Définition

St u et ses dérivées partielles apparaissent séparément et "a la puissance 1" dans
UEDP, celle-ci est dite linéaire.

Exemple

u=u(z,y)
Ju n Ju

o— |+ — =
dr Oy
Ju Ou

oe— + — +sinu=0 1° ordre non-linéaire.

dr  Jy
.@ _I_ u@ —
Ox Iy

0  1°F ordre linéaire.

0 2°Mm€ grdre non-linéaire.
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Remarque
COS<$ 2>@— 2@—‘5 ( 2_|_ 2) 1er d 1 L, . . h ,
Y I Y =tan (2 +y ordre, linéaire, inhomogéne.

Oz

e Pour une EDP linéaire homogéne :

;1 solution
= Auy + pug est solution.
g9 solution

3.3 EDP linéaires du 1°" ordre

Az, y)@ + B(=, y)@ + C(z,y)u=D(z,y)

oz ay
linéaire
est la forme la plus générale pour une EDP
1Tordre

Exemple
Ju  Ou
(1) 5o+ 5, =0
du:@dx—l—@dy:@(dy— dx

Si dz et dy sont reliés par de — dy = 0, alors du =0

Sur chacune des courbes de la famille y — 2z = ¢ (£ € R), la fonction u est constante.
u ne dépend de que &.

Donc ‘u(x, y)=f&)=flz —y) ‘ ol f est une fonction arbitraire d’une seule variable, de

classe C'(R)

Les droites y — @ = £ sont les caractéristiques de ’'EDP considérée.

y
X
du du o \
(2) £ + ya—y = 0 avec u = u(z,y), est une EDP du 1°" ordre, linéaire, homogéne.
du du
du = —do+—d
" oz v ay g
u
= (~yde+ dy)5-

dy



3.3. EDP LINEAIRES DU 1*R ORDRE

Si du et dz sont reliés par —y da + dy = 0, alors du = 0.

u est constante le long des courbes y = £e”.

Y

Conclusion

ou
oz

J
La solution générale de au + ya— = 0 est de la forme :
Yy

ulz,y) = £ () ye™) ot fest C'(R)

Ju Ju
Ju Ju
du 8—d$—|—8—dy
ou 1 ou
= a—xdx—|—§ (2u—x8—x) dy
ou

1
Si dz et dy sont reliés par dz — 3® dy = 0, alors du = u dy.

y

y
x = €e2. Sur chacune de ces courbes, u = cste.e¥

Conclusion : La solution générale est de la forme :

u(z,y)=€'f (we_

N
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Proposition

St on wmpose les valeurs de w sur une courbe I' qui n’est pas une caractéristique de
UEDP, alors on peut identifier la fonction f.

—~ )

Si on impose : u(x,y

0) = ¢(z) (¢ est donnée)
alors il vient : u(z, = f(z)

f(z) = p(z)(Vo € R)

R
I
=

et par suite :
f=petu(z,y) =evp (xe_%)
d’oti :

u(z,y)=e".p (xe_%)

Remarque
Si on impose u(z,y = 0) = ¢(x) uniquement sur = € [a, b] alors :

Va € ala zone hachurée, u(z,y) = e¥.¢ (xe_%) En dehors de la zone hachurée, la solution

est de la forme u(z,y) = e¥ f(zeZ ) avec f indéterminée (comme on exige u continue, il faut

que :
lim f () = ¢ (a)
Tim £ (2) = ¢ (b)
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3.4 Classification des EDP linéaires du 2" ordre, a coefficients

constants

0*u 0*u 0*u ou ou
AL ; WALV ALV ) ST ol -
527 T Bayas + Cgp + D3, T By, tFu+G=0

Les trois premiers termes correspondent & la partie principale. A,B,...,G sont des constantes.
Le type de 'EDP dépend du signe de B? — 4AC.

A

Classification :
Si B2 — 4AC > 0, alors 'EDP est dite hyperbolique.
Si B?2 — 4AC = 0, alors 'EDP est dite parabolique.
Si B2 — 4AC < 0, alors 'EDP est dite elliptique.

Exemple

L 0% 0%
(i) 8—y2—c @zoavecC>0
B? — 4AC = 4C? > 0. Ainsi I’équation des ondes est hyperbolique.

2
(ii) %—d%zomeccbo
B? — 4AC = 0. Ainsi I’équation de la diffusion est parabolique.

Pu 0*u

—0
() dz? + dy?
B2 — 4AC = —4 < 0. Ainsi I’équation de Laplace est elliptique.
0?u  0%u
i — — — = 0 : Equation de Tri i.
(iv) Y52 952 quation de Tricomi

— y > 0 = ’EDP est hyperbolique.
— y = 0= I'EDP est parabolique.
— y < 0= I'EDP est elliptique.

3.5 Conditions aux frontiéres et probléme "bien posé"

Soient © = u(z,y) et une EDP valide dans © domaine (ouvert connexe).

Trois types de conditions aux frontiéres existent :

1. On impose la valeur de u sur Q. C’est la condition de Dirichlet.

2. On impose la valeur de I (grad u) .n. C’est la condition de Neumann.
n

3. On impose ces deux conditions sur 9. C’est la condition de Cauchy.
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Remarque
Si ’EDP est valide dans tout I’espace, il n’y a pas de frontiére. (On impose alors souvent
des conditions & I'infini.)

Probléme "bien posé"
Soit une EDP valide dans €2, munie de conditions aux frontiéres. Le probléme est
bien posé si :

1. il existe une solution de 'EDP satisfaisant les conditions frontiéres (existence).
2. la solution doit étre unique (unicité).

3. la solution doit étre stable par rapport aux conditions aux frontiéres imposées (stabilité).

Exemple
Equation de Laplace en deux dimensions :
?u  0%u

@+8_y2:0avec§2:{—oo<x<+oo;y>0}

Conditions aux frontiéres : (Cauchy)
—u(z,y=0)= f(z) Ve eR
Jdu

- 8—y($,y:0):g($) Ve eR

_____ G Ll

Remarque
Si f=g=0=u=0

On consiére (i) 1 r €R,néeN*
f(z) = —cos (nx)
n

1
Alors u(z,y) = —cos(nz) ch (ny)
n

1
Lorsque n est grand, la condition u(z,y = 0) = —cos(nz) differe peu de la condition
n
uw(z,y=10)=0.
La solution, elle, différe beaucoup a cause du cosinus hyperbolique, le probléme n’est pas
stable et donc il est "mal posé".
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Tableau récapitulatif
Pour une EDP du second ordre linéaire a coefficient constants, on a bien un probléme bien

posé dans les cas suivants (conditions suffisantes) :

Type Frontiére Conditions
Hyperbolique  ouverte Cauchy
Parabolique  ouverte  Dirichlet ou Neumann
Elliptique fermée  Dirichlet ou Neumann

3.6 Equation des ondes

P*u 0%

TrER G g =0
E=ax—ct
Solution générale :
n=ux-+ct
U (&, n) = u(x,t) ainsi U _ 0| : forme canonique
777 - 9 8587’] - : q .

= U(&n) = f(€) +g(n) f,gsont des fonctions arbitraires de classe C?(R)

‘u(x,t) =flz—ct)+g(z+ ct)‘

Toute partie principale d’une solution d’une équation hyperbolique peut étre mise sous cette

forme.
On impose les conditions aux limites :
— u(z,0) = ¢(x), avec ¢ de classe C*(R)
ou

_ E(% 0) = 9 (z), avec ¢ de classe C'(R)

Solution de d’Alembert :

1 1 r+ct
o) = 5lola = o)+ oo+ e+ 5 [ w(s)ds
En un point (z,t) avec ¢ > 0, la valeur de u(x,t) dépend uniquement des valeurs de ¢ en
x —ct et ¥ + ct et des valeurs de 1 dans lintervalle [z — ct, x + ct]. L’intervalle [x-ct,x+ct] est
dit étre I'intervalle de dépendance du point (x,t).

D’un point de vue inverse : les valeurs de u et de — en (2 = z¢,t = 0) n’influent sur

ot

u(z,t) que si (z,t) appartient & la zone hachurée.

3.7 Equation de diffusion

3.7.1 Equation de diffusion sur I’ensemble de la droite R

ou 0%u
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ta
(x,t)

\
\

-(->_<l-ct,0) (x+ct,0)

\

X - X

Condition initiale : u(z,0) = ¢(z) avec z € R, ¢ étant continue et bornée.
On va montrer que la solution est :

+oo 1 (z=y)?

w(z, t) = e~ it d
Proposition
u(z,t) ci-dessus est C* sur {—oco < 2 < +00,t > 0}
On définit :

1 22
e it xgeRett>0
\4rDt

G est la solution fondamentale ou "fonction de Green" pour ’équation de Diffusion.
+oo
On a: G(z,t)dz = 1, pour t>0.

— o0

G(z,t) =

On peut alors écrire :

wat) = [ oGl —y.t) dy
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onde.nb 1

F1a. 3.2: Solution de d’Alembert a 1’équation des ondes (z en horizontal, ¢t en profondeur)

dans le cas ol ¢ = exp(:=Lz) si |z| < 1 et 0 sinon
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Remarques
— 1l 8’agit d’un produit de convolution.

— La "vraie" fonction de Green est :

2

—x

€ 4Dt

V4rDt

g(z,t) =H(t) définie sur R x R”

(g se réduit & G sur R x Rt*).

Démonstration
On utilise la transformée de Fourier :

1 +oo )
i(k,t) = —— e~k d
ik, 1) m/_oo ue, fe™ de

En prenant la transformée de Fourier,
du 0%u a1
— —D-— = — — D(ik)*a =
o Vaar =0 = g ~PURTA=0
ot

o = DI = lk,1) = a(k, 0)e Kt

Or, en notant ¢ la transformée de Fourier de ¢, 4 (k, 0) = ¢(k) donc a(k,t) = ¢(k)e PF?

u(a,t) = F(k)e "M

1 1 z—y)?
L — e~ bt
/(b(y) SDi Yy

Rappel
f—l[e—Dk%‘] — 1 e—%
V2Dt
Remarques

— Cette démonstration par la TF suppose que ¢ € £!, mais le résultat reste vrai si ¢ n’est
que continue et bornée.

+o0 1 2—y)2
— Si ¢(z) est continue par morceaux et bornée alors la fonction u(z,t) = oy e~ apt dy
(@ @) = [ oo
du 0*u
est solution de I’équation : — — D— = 0.
d ot 0x?

0

1
Mais quand ¢ — 07, la fonction u(z,t) — §(¢($_) + ¢(z1)), quand z est un point de
discontinuité de ¢.

u(z,t) reste C* sur {—oo < 2 < 4o00,t > 0}.
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() ux.
t=0
u(x,t)>0
X / X
a b a b
> 0 sur [a, b]
— Si ¢(z) = alors u(z,t) > 0 Ve e R (t > 0)

0 en dehors de [a, b]

Cela correspond & une "vitesse de propagation infinie".

Cas particulier :
1si|z|<1

(b(ac):{ 0si|z|>1
On a alors (pour tout ¢ > 0)

ue,t) = %{f(%) - f(‘gik))}

2 [ee]
(voir figure 3.3) ot er f(z) = —/ ¢~ df est la fonction erreur.
VT Jo

Remarque :

1
lim w(z=1,t)== lim u(z =—-1,t) = =
t—0+ 2 4ot 2

3.7.2 Equation de diffusion avec un terme source

On cherche a résoudre le probléme de diffusion en incluant un terme source f(z,t)
du 0*u
at T oa?
u(z,0) =¢(z) 2€eR

Par linéarité, on peut séparer la probléme en deux :

@—Dy—uzoxER t>0

Probléme A ot 0x? '

u(z,0) =¢(x) 2 €R
2
Probléme B 88—? - D% = f(z,t) 2 € R,t> 0 , f continue
u(z,0) =02 €R

= f(z,t) =z € R,t> 0, f continue

+ oo
Probléeme A : u(z,t) = o(y)G(z —y,t)dy

— 00
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Untitled-4

o\ © o
AN \ o oo @ B

F1a. 3.3: Solution de I’équation de diffusion & ¢ = 0,0.01 et 1 dans le cas ¢(z) =1 si |2| <
let0silz|>1



3.7. EQUATION DE DIFFUSION 75

Probléme B : On remplace le terme source par une condition initiale.
v(x,t) est solution de I’équation de diffusion.
dv D82v
Probléeme B’ ot 0x?
vzt =7)=f(z,t=71)2 €R
Soit v(z,t;7) la solution du probléme B’.

=0zeRi>rT

vz, t;T) = " Gz —y,t—7)f(y,7)dy

— 00

Proposition

(Principe de Duhamel)
t

La fonction u définie par u(z,t) = / v(x,t, 7)dr est solution du probléme B.
0

Solution du probléme initial

+oo t +oo
u(z,t) = o(y)G(z — y,t) dy—l—/ ( Gz —y,t —7)f(y,7)dy)dr

—00 0 —00

3.7.3 Solution élémentaire (fonction de Green) de 'opérateur de diffusion
Distribution dans R” (n € N¥)

On appelle D(R™) I’ensemble des fonctions de R™ dans C indéfiniment dérivables et a
support borné.

Exemple
(n=3)
(:R® - R

exp(——)si r <1
($17$27$3) — C($17$27$3) = 1—7‘2

0sir>1

r= e+ (e DY)

Définition

On appelle distribution de R™ un élément de U’ensemble des fonctionnelles linéaires
et continues sur D(R™).

Exemple
Soit f une fonction de R™ — C, localement sommable. On peut lui associer une distri-
bution réguliére T telle que :

(Ty, ) = /f(xl,...,wn)cp(xl,...,xn)d,u(xl)...d,u(xn) Vo € D(R")
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Distribution de Dirac :
§:D(R") — C
O(1y ey ) — (0, ..., 0)

Dérivées partielles dans D'(R")

Soit T € D'(R") ('ensemble des distributions sur R™). Alors,

0T _ 0y )
L= 2) vpe DR

Cest la dérwvée partielle de la distribution.

Remarques
— Soit T € D'(R"™) alors T+6 =T

— Soit T € D'(R™), S € D'(R™). On suppose que T * S existe. Alors

0 oT 0S
8m(T*S)_ Gxi*S_T*Gxi

Définition

Soit I un opérateur différentiel linéaire, d’ordre n (n € N), a coefficients constants.
Une distribution E de D'(R") satisfaisant a :

LE=4¢
est dite solution fondamentale de opérateur L.

Remarque
Si E est une solution fondamentale de L et si Eg € D'(R"™) est tel que LEg = 0, alors
E 4+ Eg est aussi solution fondamentale pour L.

Proposition

Tout opérateur différentiel linéaire a coefficients constants admet une solution fonda-
mentale (dans D'(R™)).

Proposition
Soit L un opérateur différentiel a coefficients constants d’ordre n. Soit E une solution

fondamentale de L (E € D'(R™)/LE = §). Soit F € D'(R") telle que E x F existe dans
D'(R™) alors la distribution U =E x F est solution de LU = F.
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3.7.4 Solution fondamentale de ’opérateur de diffusion

J 0?
L=—-D—=
ot 0x2 0
Considérons la fonction :
g R? — R
H(t) -2
z,t — € 4Dt
( ) \4rDt

H(t) est la fonction de Heavyside.
La fonction g(z,t) étant localement sommable sur R?, on peut lui asssocier une distribution

réguliére notée T,.
() = [ [ gto.tiole dutoydute) Ve € DR

/ / ! 5 oz, 1) da d
= e mip(x,t)dedt
zeR Jte0,4+00] VATDIE

J 0?
Calculons (8_36 - Dﬁ) T, :

0 0? 0y 0%
<(8—$ - D@)Tm@ = Ty + Dw>

- 2
— / / o (8ﬁ+Da—f)dwdt
rz€R [0,400[ 47TD ot oz

+oo
/ / o 9 qodt = lim ( & ag”d)d
veR J1e[o, 400 VAT DE Ot e=0Jr \ Je VAarDt Ot
Par intégration par parties,

! / / (962 1) 5% (1) da dt / e d
- — — — Je ip(a,t)da dt — z,e)dx
V167 Joer Jico4oof \2t5 13 4 R \/47TD€SO

I =

De méme,

/ / e i o Z 2 dpdt = lim J.
X = 11m
2R Jte[0,400] VATDL 022 £—0

Aprés deux intégrations par parties (variable z),
R N G
: 167 Jzer Jteo, 400 U 3

22

€ 4De

Is + Js = -
R V4rDe

22
)e_mcp(x, t)da dt

p(z,e)da
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d 0? )
(5~ g) e = v,
X e_f)ﬁ 9
= lim - p(z,e)dx on pose y* = —

=0t Jp V4rDe
_ gim [ e PVERE)
e—=0t Jp ﬁ
= ¢(0,0)

Donc,

o 9 B ! 2
(%—ﬁ)Tg_(S dans D'(R?)

oi1 § est la distribution de Dirac : < &, ¢ >= (0, 0), Vo € D(R?)
T, est donc une solution élémentaire de I'opérateur de diffusion.

Remarque

$2

4e

Soit ' € D'(R? dont le produit de convolution avec T, existe, alors F * T, satisfait

0 0?

Cas particulier :

F est une distribution réguliére, notée Ty, associée a une fonction f de R”™ — C localement

sommable.
F*Tg:Tf*Tg:Tf*g

J 0?
(%‘Daﬁ)”szf

On peut alors dire que :

0 D82 = N R, vVteR
(5 - P ) U)et) = fat) Vo eR, vie

3.7.5 Equation de diffusion sur R**

d 0?
%—Da—;zo avec © € R™, t e R
On impose u(z = 0,t) = 0, quand ¢ > 0. La condition initiale est : u(z,0)
On définit :
d(z) siz >0

Y(@)S 0 siz=0
—p(—x) siz <0

d(z), 2 >0
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A 0(X)
u(x,0)

u(x,t)

Remarque

¥(0) = %W(Oﬂ +(07)] =0

YP(X)
X

.

dv d*v
——-D—=0,zeR,t>0
v(x,t) est solution de { ot dz? :

v(z,0)=19(z), x €R

6%
/\ o(x,0)
\ X

{ vz, t) = /_+Oog(9€ -y, t)(y) dy

v(e=0,t>0)=0

limq 0t v, 1) = (2)
La restriction de v(z,t) & 2 > 0 est bien la fonction u(z,t) recherchée.

Pour t>0, x>0 :

wr= [ gt dr= [ e =) - oo+ )60 dy
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Donc,

Cas particulier
¢(z)=1pourz >0

2 X _
u(z,t) = ﬁ/ome_rrzdr

= erf(@)

2 Y .
ot erf(y) = —/ e~ dr est la fonction erreur.
T Jo

3.8 Equation de diffusion sur un domaine spatial borné

ou R
E_D@ZO pOUI’0<$<l7t>O
—u(z=0,t)=0,1t>0
r=101t)=0,t>0

— u(z,0) = ¢(z) pour 0 < 2 < {

,u(

On utilise la méthode de séparation des variables en posant u(z,t) = f(z)g(t).
L’équation de diffusion devient donc :

F(@)g'(t) = Df"(2)y(t) =0

. { g'(t) = —DXg(t)
Soit
[(z) = =Af(2)

On se raméne donc a des équations différentielles ordinaires.

r=0= f(0)g(1) =0

r=1= J(g(t)=0

On ne retient que la solution f(0) = f(I/) = 0, en rejetant la solution g(¢) = 0.

Fonction f(x)

f'(@) = =Af(=)
fla=0)=0 f(a=1)=0

Il s’agit d’un cas particulier d’un probléme plus général : le probléme de Sturm-Liouuville.
Les valeurs de A pour lesquelles il existe une solution non nulle sont dites valeurs propres. Les
fonctions f associées sont dites fonctions propres.

La fonction f est solution du probléme {



3.8. EQUATION DE DIFFUSION SUR UN DOMAINE SPATIAL BORNE

Erf.nb

Fi1a. 3.4: Fonction erf (L) en fonction de z et Dt

V4Dt

81
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- SiA=0:f(z)=ax+b

fO)=f)=0=a=0b=0

A = 0 n’est donc pas valeur propre.
~SiA<0: A= —k?

f(z) = ae"™ 4 be™H"

fO)=f)=0=a=0b=0

A < 0 n’est donc pas valeur propre.
~SiA>0:A=+k?

f(z) = acoskx + bsin kx

f(O):f(l):0:>azOetbsinkl:Odonck:kn:?aveanZ*

n’n?

Onadonc A=)\, =—— avecn € N*

12

nwx
Les fonctions propres sont donc | f = f,, = bsin (T) avec n € N*.

Fonction g(t)

g'(t) = =DAg(t) = g(t) = cste x e P!
Pour n € N*, g(t) = gn(t) = cpe” 2

Solution générale

2, 2

22’y . [ nwz
U=y (z,t) = cpe 2 Dlsin (T) avec n € N*

Afin de déterminer les ¢, on utilise la condition initiale u(z,0) = ¢(z).

Comme
= n? 7%y, nwx
t) = e 2 ; a0
u(z,t) nz::lce ! sm( 7 )
Il vient,
=2 nTe
uw(z,t=0)= Z ¢y sin (T) = ()
n=1
! mma S nTe mma
/ p(x)sin ( ) de = / ( cp sin (—) sin ( )) dz
0 l 0o \“t l l
+00 l
. [ nrmx mma
= ch(/ sm(—)sm( )) da
v 0 l l
13X
- 5 Cn(sn,m
n=1
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9 l
Donc ¢, = 7/ p(x)sin mlr_w) dz : il ’agit des coefficients de Fourier de ¢.
0

La solution recherchée est donc :

X712 1! nwx n? 7%y, nwx
u(z,t) = Z [7/0 p(x)sin (T) dx] e 2 'sin (T)

n=1

Conditions suffisantes
Si,
— ¢ est continue sur [0, ]

! .
— ¢ est continue par morceaux sur [0, ]

(0 =¢()=0
te | (nmx . ,
Alors Y. ¢, sin — | converge uniformément et absolument vers ¢(z) sur [0,/].
n=1
Unicité

On multiplie les 2 membres I’équation de diffusion par .

ou O
10u U
2o~ Plge

Par intégration par parties, on obtient :

1 12 L o2y Ouqg o, s oou. o
— dz =D —=D — | = — ) dz| =-D —)°d
2/0 woae o 02 [[“ax]o /0 <8x) x] /0 <896) v
N e
=0
Donc on a une fonction décroissante :

1/ 1 [!
—/ u?(z,t) dz < —/ u?(z,0) dz
2 Jo 2 Jo

Soient uy(z,1) et ug(x,t) deux solutions du probléme. Soit v(z,t) = uy(2z,t) —uz(z,t) alors
. dv d*v
vestsolutlonde:E—Dwzo pour0 <z <l, t>0
—v(z=0,)=0,t>0
—v(z=0t)=0,t>0

—v(z,0)=0pour 0 < z <

I\

0

l
/ v?(z,0)dx = 0
0

DN | —

1 l
Orona: 5/ v? (2, t) dz <
0

Donc : v =0 et w1 = us.

Exemples
(@) o(x) = 2(r - 2)
ou  0%u

E—Wzo,ave60<x<ﬂ'
x
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u(0,t) = u(m,t) =0 ,pour t >0

Remarque
p(z) #0pour 2 =7

i -2
Cp = —/ zsin(nz) de = —(-1)"
T Jo n
-2
uest) = 552 (S2-007 ) sin e
n
Remarque
Retour sur la diffusion sur tout R.
Ou_ 0 eR i 0 (z,0)=¢(z) z€R
T a2 ° ) w(z,0) = p(x) =

Ici pas de CL donc pas de restrictions sur k.

oty = [ an (ath)cos(h) + b i) )

— o0

+o0
or () = /_ dk (a(k) cos(kz) + b(k) sin(kw))
1
= alk) = ——¢(k)
e TR 70{1 \/ﬂ
voe) = o= [k don e T
(k) \/—99( )
wlr t) — teo p(k) ike —k2Dt _ L oihz ik ;—k2Di
(1 1) :OO dk\/_ = /d&p //dk
or h(E=w) =kDt _ _4$Dt€2
\/ﬂ/_oo dhe e \/2D

+oco 1 ()2
wot)= [ dgp© e THE 150
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3.9 Solution fondamentale de "opérateur de Helmholtz dans R?

A+k* (keRY
Soit : f: R? — C telle que

0 0 0

(A‘|’k2)f: —‘|'—‘|‘— f($1,$2,$3)—|—k2f($1,$2,$3)
8$1 8$2 8$3

On cherche E tel que dans D’(R3) (A4 k2)E =

Rappel : (4, ¢) = ©(0,0,0) V¢ € D(R?)

Remarque
f = f(x) fonction radiale
(A+k3)f=0

AF = 11(0)+ 210 + R () = 0
On pose g(r) = rf(r) donc g est solution de ¢”(r) + k%g(r) = 0.

coskr sin kr
2

Aprés calculs, on obtient : f(r) = Cy avec (C1,Cy) € C

cos kr
sont localement intégrables dans R3.

Attention : — et
r r

k ok 3 in k
<C1COS r_I_CQSIH r799>:/ d$1d$2d$3(clcoi r‘I’CQSln r)g@($17$27$3)
R3

r

sin kr sin kr

sy = |

= d>z

(A4 E)p)

sin kr

(A + k2)g‘9($17 T2, $3)

"
sin kr

= /((A—I—k2) . )go(xl,wg,xg)d?’x

= 0

ink
ST _ 0 dans tout R3.

en effectuant des intégrations par parties et car (A + k?)

sin kr

— (A +k?)

=0 avec O la distribution nulle
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k
2)(A+k2)COS r
<(A+k2)coikr7¢> _ <Coskr7 (A + k)
sin kr

. (A + k(21 22, 23)
sin kr
+ /((A—I—k2) . )go(xl,wg,xg)d?’x

L’intégration par parties ne marche pas car les dérivées partielles secondes de

= /d?’x

coskr

”
ne sont pas localement sommables.

k k
/d?’wcosr r(A—I—kz)cp(acl,wz,xg)) = lim._,, ,,>5/d$1d$2dx3ws r(A—I—kz)cp(acl,xQ,wg)
= hms—)O I
cos kr
I :/ d’z . (A + k) (21, 29, 23)
>e

Rappel :

/ deCOSkrAcp:/ deA(COSkr)cp—l—/ (—Coskra_cp_l_ 0 (COSkr))das
r>e r r>e r e r ar T Por\ r

avec do. = % sin 0dfde.

Pour obtenir cette égalité, on a utilisé le théoréme de Green.

B —coskr dy 0 [coskr
Is_/,:s( r 8r+@8r( r ))dg5

Soit, dw = sin 8dfdy
0 (Coskr) B ksin kr  coskr

or B

r r

= —scoske/ Lpdw—kesmke/c,odw—coske/cpdw
hms_m =040+ (—47(0))

coskr

(A + k2 = —476 dans D'(R?)

r

— k
La solution fondamentale est donc : cos i
4mr
Remarques :
_ezl:ikac
- (A+ k2)7 =4

4mr
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- A(l) = —4x§
r

3.10 Espace fonctionnel

Soit [a, b] un intervalle de R
L.2(a,b) est I’ensemble des fonctions de carré sommable sur [a, b].

/ab (@) Pdp(z) < oo

)

Remarque

— Pour la construction de L?(a,b), deux fonctions égales presque partout sur [a;b] sont
considérées comme identiques.

~ L.2(a, b) est un espace vectoriel de dimension oc.

On peut munir L?(a, b) de la norme suivante :

[ fllr2(an) = (/ £ (2)2dp(z))2

)

Proposition
L’espace 1.2(a,b) muni de la norme ci-dessus est un espace de Banach (Toute suite
de Cauchy converge vers un €élément de cet espace vectoriel). L’espace vectoriel 1.2(a, b)

normé est complet.

La norme ci-dessus dérive du produit scalaire :
Fohen = [ 1@l

Proposition

L2(a,b) est un espace de Hilbert.

Définition

Soit fi, fa,.. € L%(a,b) On dit que cette suite de fonctions converge en moyenne
quadratique vers un élément f € L%(a,b) si :

Jim 1= Fllzan = 0
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Proposition

Soit ¢y, ¢a, ... € L2(a,b) tel que :

L (¢, dm)12(apy = 0 sin # m.
2. La seule fonction g € 1.2(a,b) telle que (9 Pn)t2(ap) = 0 Vn = 1,2,... est la fonction
nulle.

Alors Uensemble ¢y, ¢y, ... forme une base orthogonale de 1.%(a,b).

Exemple
. . T ) 2rx ) 3rx
Les fonctions sin (T), sin (T), sin (T), ... forment une base orthogonale de
L.2(0,1).

Proposition

f € L2(a,b), soit ¢y, da, ... une base orthogonale de 1.2(a,b). Les coefficients de fourier
de f sont :

(f, én)
C, =
(Pns Pn)
400
On montre que la série Y C,(f)¢n converge en moyenne quadratique vers f :
n=1
p
lim Colf)pn— f =0
prhee nz::l 12(a.b)

Remarque
La proposition ne dit pas que la somme converge simplement vers la fonction f, il se
peut que :

p—++0co

i ( ;cnmw)) £ f(2)



