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II)Entropie de Boltzmann,ensemble
microcanonique

1¡)Grandeurs intensives et extensives

On manipule en thermodynamique, deux types de grandeurs de
nature tr�s diff�rentes :

Les grandeurs intensives ont une signification d'ordre
'qualitatif'

Les grandeurs extensives font r�f�rence � une Quantit�
de quelque chose

Dans tous les cas ces grandeurs ont une signification
pr�cise, qualitatif n'est pas ici 'p�joratif'.

Pour un syst�me (A) suffisament grand pour que les effets de
bords (parois etc...) ne jouent qu'un r�le n�gligeable, on
peut facilement concevoir mentalement un syst�me (B) deux
fois plus grand qui a les m�mes propri�t�s qualitatives : il
suffit de r�unir deux syst�mes (A)

Une grandeur intensive est la m�me pour B que pour A
Une grandeur extensive est pour B deux fois plus grande

que pour A

Les grandeurs extensives sont additives, les grandeurs
intensives ne le sont pas.

Exemple: Volume, nombre de particules, energie, quantit� de
mouvement sont extensives

Pression, temp�rature, vitesse, sont intensives.

Contre exemple: si un syst�me est trop petit, l'energie
d'interaction avec les parois n'est pas n�gligeable. Cette
�nergie n'est pas n�cessairement doubl�e pour un syst�me
deux fois plus grand
Le rapport surface/volume diminue comme 1/L avec les
dimensions lin�aires  (L)  du systeme.

Contre exemple: La pr�sence de forces � longue port�e (dans
un sens � d�finir pr�cis�ment) peut aussi rendre l'�nergie
non extensive. Ce genre de probl�me est exclu des
discussions ci dessous.

2¡)Observables comme sommes de variables
al�atoires

Toute grandeur extensive peut �tre envisag�e comme somme de
contributions ind�pendantes de diff�rentes parties du
syst�me. Pour une mesure instantan�e, on s'attend donc � un
r�sultat distribu� suivant une gaussienne de largeur aÖ̀N

Les grandeurs intensives peuvent �tre interpr�t�es comme des
grandeurs extensives par particule, par unit� de masse ou de



volume ..., on s'attend donc � des gaussiennes de largeur
a1/Ö̀N

En tout �tat de cause, le th�or�me central limite joue ici
un r�le d�terminant.

Remarque: une grandeur extensive conserv�e lors de
l'�volution n'est pas une v.a., sa valeur est en principe
totalement d�termin�e par les conditions initiales.

3¡)Macro �tat et micro �tat

La terminologie ci dessus est difficile � assimiler, et
recouvre une difficult� essentielle � la compr�hension de la
m�canique statistique. Il faut �tre tr�s exigeant sur la
compr�hension qu'on en a acquise.

a)Degr�s de libert�

A l'�chelle la plus petite envisag�e1 pour un syst�me
physique, la description exacte du syst�me implique la
donn�e de la valeur d'un certain nombre (tr�s grand) de
grandeurs. Ce sont les degr�s de libert�s du syst�me. Leur
choix n'est pas univoque2 , mais leur nombre est
parfaitement d�termin�.
En m�canique quantique, cette notion doit �tre envisag�e
sous un angle un peu diff�rent3 ; ceci ne change pas
r�ellement la notion de micro-�tat.

b)Micro �tat

Un micro �tat est une situation identifiable de fa�on
univoque par la donn�e de la valeur des degr�s de libert� du
syst�me.
En m�canique quantique, la notion de degr� de libert� doit
�tre substitu�e � celle de base dans l'espace des �tats. Un
micro �tat est un vecteur d'�tat unique (� une phase pr�s)

c)Macro �tat

Un macro �tat est une notion beaucoup plus floue, qui d�pend
du contexte dans lequel on l'emploie.
Souvent un macro �tat repr�sente la possibilit� pour le
syst�me d'�tre dans un micro �tat parmi une certaine famille
de micro �tat partagent certaines propri�t�s observables
exp�rimentalement.

1La mod�lisation d'un syst�me peut se faire avec une pr�cision plus ou
moins grande. Par exemple, sauf en astrophysique les atomes sont
suppos�s �tre 'fig�s' dans la table p�riodique. On n�glige donc en
g�n�ral les degr�s de libert� li�s aux nucl�ons.
2Par exemple, en m�canique analytique, on peut faire des changement de
coordonn�es 'canoniques'. M�me si les changements faits ne sont pas
canoniques, les nouvelles variables doivent permettrent de connaitre
la valeur des anciennes ; et vice versa
3Les diff�rents degr�s de libert� pouvant ne pas commuter, il est hors
de question de donner simultan�ment leurs valeurs instantan�e



d)�tat

Evidemment le terme 'd'�tat' doit �tre manipul�e avec
pr�caution, car sa signification d�pend fortement du
contexte.

e)Exemples-Difficult�s

Un niveau d'energie n'est pas un micro �tat si il est
d�g�n�r� : il contient plusieurs micro-�tats

Pour d�terminer UN micro �tat d'un ensemble de particules
ind�pendantes, il faut donner le micro-�tat de chacune
d'elles.

Si les particules sont indiscernables, et chacune dans un
micro �tat donn� ; le micro �tat obtenu en permuttant le
micro-�tat de deux particules ne doit pas �tre consid�r�
comme un micro-�tat distinct.
Il faut donc regrouper ensemble tous les micro-�tats qui se
d�duisent les uns des autres par permutations des
particules. Chaque ensemble ainsi constitu� constitue un
unique micro �tat.

Soient N particules discernables de spin 1/2 (Par exemple
les noyaux des atomes d'un solide cristallin)
Au fond des choses, ces atomes sont indiscernables, mais les
sites qu'ils occupent sont discernables. Les degr�s de
libert�s envisag�s sont les valeurs des {szi} sur chacun des
sites i

La donn�e de Sz total constitue un macro �tat : divers micro
�tats conduisent au m�me Sz

Sz peut prendre les valeurs -N/2,...,N/2. La donn�e de {PSz}
pour chacun des Sz, consitue aussi un macro-�tat. Il est de
nature totalement diff�rente du pr�c�dent.

RESUME: la notion  micro-�tat doit �tre identifi�e de
mani�re tr�s claire, celle de macro-�tat est plus floue car
elee d�pend du contexte envisag�.

Les difficult�s avec les micro-�tat se pr�sentent
uniquement avec les probl�mes d'indiscernabilit� des
particules.

4¡)D�nombrement de micro �tats (exemples)

Nous allons voir sur quelques exemples que le nombre de
micro-�tats satisfaisant � une contrainte macroscopique
donn�e est extr�ment grand : son logarithme est extensif.
L'approximation ou LogW= son terme extensif,  est toujours
valable � la limite thermodynamique, mais conduit � des
paradoxes si on regarde les choses sous un angle mal adapt�.

Ensemble de spins 1/2



Soient nos N spins 1/2 discernables.
Quel est le nombre de micro�tats correspondant � Sz donn�
Il faut N+ avec +1/2 et N-=N-N+ vers le bas,

avec 2Sz=N+-N-=2N+-N
Il y a CNN+ =

N!
N+!N-!

 micro �tats satisfaisants.

Soient : W= NNe-N
N+N+Êe-N+ÊN-N-Êe-N-

= ((N+N )
(N+/N)(N-

N )
(N-/N))-N

En notant p±=(
N±
N ) qui sont intensifs, on conclue que

W=(p+p+ p-p-)-N dont le logarithme est extensif.

Ceci signifie que W=kN avec k³1. Ce nombre est donc
astronomiquement grand (typ: k=2, W~21023~103.1022)

PARADOXE:
Assez bizarrement si on fait Sz=0, on trouve W=2N ; alors
que le nombre total de micro �tats est 2N. Ou sont pass�s
les �tats ou Sz/N=0.5 (par exemple).
Le r�sultat signifie simplement qu'il y a beaucoup plus de
micro-�tats avec Sz=0 que pour n'importe qu'elle autre
valeur de Sz/N.

Les termes suivants de Stirling permettraient de pr�ciser
cette affirmation. On peut le faire �galement avec le
th�or�me central limite:

Si szi=±1/2 avec des probabilit�s �gales, Sz est la somme de
N variables al�atoires =±1/2 de moyennes nulle et de
variance2 1/4. Il est donc distribu� celon :

r(Sz)=
1

Ö̀`````2pN/4
 exp(- Sz2

2N/4)

La probabilit� de Sz/N¹0 tend rapidement vers z�ro lorsque N
augmente : l'immense majorit� des micro-�tats ont Sz/N=0.

Entropie d'un gaz de particules

On consid�re ici des particules ponctuelles. Chaque partcule
poss�de trois degr�s de libert� de position (rxi,ryi,rzi) et
de translation (pxi,pyi,pzi)4
En l'absence d'int�raction entre particules et avec
l'ext�rieur les {rai} ne jouent aucun r�le dans l'energie et
On s'interesse � N(E), le nombre d'�tats d'nergie inf�rieure
� E: å

i
pai2<2mE

4La terminologie sur ce point ne semble pas bien d�termin�e sur ce
point pr�cis. Suivant les auteurs le couple (rxi,pxi) constitue un
degr� de libert� ou bien deux. Ce point pr�cis n'a aucun impact sur la
discussion de ce paragraphe.



On peut montrer5 que N(E) est proportionel au volume G de la
r�gion de l'espace des {rai,pai} consid�r� : il s'agit ici
d'une sph�re de rayon Ö̀̀ ``2mE dans l'espace � 3N dimensions.
å
i
pai2<2mE * un volume VN dans l'espace � 3N dimensions des

{rai}.

Soit G=VN G3N (2mE)3N/2 ou G3N est levolume d'une sph�re de
rayon 1 dans l'espace � 3N dimensions.

On montre (Cf TD) que Gd est de la forme 
kd/2

(d/2)(d/2)
 pour d

grand.

et donc: G~VN (4mkE/3N)3N/2

Tel quel ce r�sultat ne peut pas convenir car son logaithme
n'est pas extensif (N LogV est plus que extensif). Pour les
raisons d�j� expos�es pr�c�dement, il faut pour tenir compte
de l'insdiscernabilit� des particules, diviser le r�sultat
par N!, soit:

N(E)~ (V/N)N (E/N)3N/2 k'N ou k'est une grandeur sans
int�r�t6 li�e � k, e etc...

Dans ce cadre, il est clair que Log(N(E)) a comme principal
terme le terme extensif:

Log(N(E)) = N Log((V/N) (E/N)3/2 )

Dans cette expression, nous nous sommes attach�s � faire
apparaitre N * une fonction intensive des deux param�tres
intensifs clefs : V/N (densit� en particule/m3), et E/N
�nergie par particule.

DIFFICULTE:
Soit un syst�me (A) pour lequel :

Log(N(E)) = N Log((V/N) (E/N)3/2 )
On s'attend � deux r�sultats apparemment contradictoires
concernant (B)= deux syst�mes (A) A1+A2

(a) Si E1 et E2 sont fix�es � E1/N1<e et E2/N2<e
On s'attend � ce que NB=NA1 *NA2
Alors N est strictement extensif.

(b) Si E1 et E2 sont fix�es uniquement  � (E1+E2)/(N1+N2)<e
On doit alors avoir plus d'�tats que NA1 *NA2

Cependant la formule
Log(N(E)) = N Log((V/N) (E/N)3/2 )
ne fait pas appara�tre de diff�rence

5Voir chapitre ???
6On donnera la valeur de k' ult�rieurement. Elle intervient en
thermochimie lorsque la dissociation de mol�cules peut faire varie le
nombre de degr� de libert�s translationels.(Cf Sakur-Tetrode)



La solution de ce paradoxe est dans le fait que si A1 et A2
sont d�j� grands, les �tats de (b) ou E1/N1>e ou bien E2/N2>e
sont extr�ment peu nombreux comparativement � NA1 *NA2 . Ils
ne donnent pas de changement significatif � NB

Nous avons vu sur deux exemples que le nombre de micro-�tats
satisfaisant � une contrainte macroscopique donn�e est
extr�ment grand, son logarithme est extensif.

Les contraintes envisag�es �taient respectivement Sz donn�,
puis  energie < E donn�.

On aura �galement percu l'importance d'introduire 1/N! pour
tenir compte de l'indiscernabilit� des particules. Sans cel�
le r�sultat ne serait pas extensif.

5¡)D�nombrement de micro �tats (g�n�ralisation)

Soit un syst�me A (N degr�s de libert�s) soumis � une
contrainte macroscopique donn�e7 : G=G¡.
La quantit� G envisag�e est extensive, on �crira plut�t
G/N=g¡ ou g¡ est intensif (quantit� de G par particule)

Exemples: G=Energie totale pou un syst�me isol�, G=quantit�
de mouvement totale pour un syst�me sans forces ext�rieures,
G=moment angulaire pour un syst�me sans couple appliqu�,...

Nous supposons que Log(WN(g¡)) est � peu pr�s extensif pour
tout syst�me de taille£N 8: WN(G¡)~{k(G¡/N)}N.
On s'interesse alors � un syst�me plus grand N1+N2 avec la
contrainte (G1+G2)/(N1+N2)=g¡.
Le nombre W12 contient alors au moins tous les �tats ou
G1/N1=g¡ et G2/N2=g¡. On a donc au moins:

Log(WN1+N2(g¡))³ Log(WN1(g¡))+Log(WN2(g¡))

La grandeur Log(W) est au moins extensive.

Nous justifierons ult�rieurement le fait que sauf cas tr�s
particulier Log(W) est exactement extensif (� condition que
N1 et N2 soient d�j� assez grands).

Nous avons �tudi� ici le cas d'une contrainte G=G¡. Une
contrainte plus compliqu�e (du type G<G¡) conduit � un
r�sultat absolument identique, seul le caract�re extensif de
cette contarient intervient dans le raisonnement.

7On peut g�n�raliser � plusieurs contraintes simultan�es : plusieurs
grandeurs conserv�es Gi ont des valeurs initiales donn�e Gi0. Ces
grandeurs ne pouvant varier le syst�me �volue dans la r�gion de
l'espace des degr�s de libert� ou Gi=Gi0
8Nous avons �crit simplement que Log(W)/N n'est fonction que de
grandeurs intensives.



Le nombre de micro-�tats satisfaisant � une contrainte
macroscopique donn�e est extr�ment grand, son logarithme est
extensif.

6¡)Hypoth�se du chaos mol�culaire. Ensemble
statistique

Consid�rons un syst�me isol�9, dont l'�nergie � t=0 est
connue exactement. Un grand nombre d'�tats W est
potentiellement candidat � �tre condition initiale, mais un
seul est r�alis� dans une exp�rience donn�e.
Dans son �volution ult�rieure, le syst�me sera trouv� dans
d'autres �tats que l'�tat initial, mais en restant parmi les
W �tats accessibles avec la contrainte E donn�e.

chaos mol�culaire

L'Hypoth�se du chaos mol�culaire, consiste � supposer
que, si on laisse le syst�me �voluer suffisament longtemps,
les observations ult�rieures conduisent � des probabilit�s
�gales (en fait � 1/W) pour tous les �tats acc�ssibles.

Remarques:
-En fait l'�tat initial lui m�me n'est pas en g�n�ral

connu exactement10  ; ce qui bien s�r n'affecte pas la
conclusion.

-Si plusieurs grandeurs sont conserv�es lors de
l'�volution, il faut compter dans W les �tats pour lesquels
toutes les contraintes sont satisfaites. Les W �tats
consid�r�s sont suppos�s devenir �quiprobables au bout d'un
temps assez long.

Ensemble statistique

Le cadre d'�tude ci dessus sous entend que l'on proc�de
� l'�valuation, au cours du temps, des �tats occup�s
successivement. Cette notion simple ne correspond pas
forc�ment � la r�alit�, ou l'on mesure une fois une grandeur
que l'on peut cependant consid�rer comme une moyenne sur des
sous syst�mes.

Une autre fa�on de pr�senter les choses est d'imaginer
que l'on fait en m�me temps des exp�riences identiques sur
un grand nombre de syst�mes identiques (l'ensemble), avec
des conditions initiales distinctes mais compatibles avec
les contraintes connues. La distribution des probabilit�s de
UN syst�me � t est alors suppos�e �tre identique � celle de
l'ensemble statistique.

9La signification exacte de ce terme est difficlie � cern�e ; mais
elle implique en particulier que le syst�me est soumis � un
hamiltoniein ind�pendant du temps. On montre alors que l'�nergie se
conserve.
10il s'agit plut�t d'un macro-�tat



L'�quivalence entre moyenne sut t et moyenne sur
l'ensemble statistique, pose des difficult�s de principe,
sur lesquelles nous reviendrons ult�rieurement.

Cette hypoth�se fondamentale, qui est mise en d�faut
dans certains cas particuliers, s'appelle

l'hypoth�se ergodique.

7¡)Entropie de Boltzmann, �quivalence avec le
second principe.

Pour un syst�me assez grand, nous disposons donc d'une
grandeur additive (extensive), bien d�finie.

S=Log(W)

Pour �valuer cette grandeur, nous devons trouver le W
correspondant aux contraintes macroscopiques satisfaites par
le syst�me. C'est cette formule qu'a propos� Boltzmann L.

Soit un syst�me pr�par� � t=0 dans une configuration ou tous
les �tats acc�ssibles ne sont pas �quiprobables : il occupe
statistiquement moins d'�tats (W') que le nombre maximum W
autoris�. L'hypoth�se du chaos garantit alors que par la
suite W' va augmenter jusqu'� W

Nous avons donc un �nonc� pr�cis du second principe :
Pour un syst�me isol�, lors de son �volution spontan�e S
augmente toujours, jusqu'� atteindre une situation
d'�quilibre.
La diff�rence essentielle, par rapport au second principe
est que S a une signification physique claire.

8¡)Entropie statistique.

a)D�finition

Au ¤ pr�c�dent, il apparait une petite difficult� � d�finir
W' pour un syst�me qui n'est pas � l'�quilibre. Une notion,
utilis�e en th�orie de l'information est l'entropie d'une
distribution de probabilit�s {pi} : On d�finit

S = - å
i
piÊLogÊpi

Bien �videmment si pi=1/W on retrouve 7¡).
On peut facilement montrer les points suivants:

-S³0 (troisi�me principe)
-S=0 si {pi} est d�terministe (pi=0 ou 1)
-S est maximale parmi W r�sultats i possibles, si pi

est �quiprobable. (C'est l'hypoth�se faite pour d�finir 7¡),
et qui correspond au chaos moll�culaire).

b)Justification



On peut d�duire 8¡) de 7¡) avec le raisonnement suivant.
Soit un ensemble statistique de N syst�mes devant se trouver
chacun dans un des 'i' �tats.
Quel est le nombre w de fa�ons de r�partir ces N syst�mes
dans les 'i', de fa�on � ce que ni/N=pi.

On a w = N!
Õ
i
ni!

 et donc pour ni>>1,

w = NNe-N

Õ
i
ninie-ni

Ê=Ê{Õ
i
(ni/N)ni/N}-NÊ=Ê{Õ

i
pipi}-N

Et donc 
Logw
NÊ Ê=Ê- å

i
piÊLogÊpi

*On retrouve le fait que Log(w) est extensif
* - å

i
piÊLogÊpi apparait comme l'entropie par syst�me

c)Conclusion

Avec la notion d'ensemble statistique, l'utilisation de
S= - å

i
piÊLogÊpi

permet de donner une justification pr�cise au second
principe ; en identifiant tr�s clairement la signification
de S. Cette d�finition est op�rationnelle m�me pour un
syst�me n'�tant pas � l'�quilibre, elle l'est aussi pour un
syst�me qui n'est pas isol�.

d)Exemple

Cette notion est �galement utilis�e pour �valuer les
quantit�s d'information � stocker lors de compressions de
donn�es. Dans ce cas, elle est en g�n�ral divis�e par
Log(2), ce qui permet de donner le nombre de bits
susceptibles d'avoir une capacit� suffisante pour coder
l'information.

*Supposons que on ait W �tats possibles, �quiprobables. Pour
en etiqueter un, il faut n bits tels que 2n³W, soit
n³Log(W)/Log(2).

*Si les W �tats ne sont pas �quiprobables, on peut diminuer
le nombre moyen de bits � utiliser, en reservant les 'noms'
courts aux etats probables, et des etiquettes longues aux
cas exotiques.

On peut montrer que S=Ê- å
i
piÊLogÊpi/Log(2) constitue un

minimum de nombre de bits � utiliser pour coder de fa�on
fiable un 'i' distribu� suivant pi.

8¡)Ensemble ou distribution microcanonique.



a)D�finition,

Si on consid�re un syst�me isol�, sous l'angle de
l'ensemble statistique ; et dans le cadre de l'hypoth�se du
chaos mol�culaire ; la distribution de probabilit� des micro
�tats acc�ssibles (W) est particuli�rement simple:

 pi=1/W
C'est la distribution 'micro-canonique' introduite par

J.W. Gibbs.Tous les µ�tats y sont �quiprobables.

b)Temp�rature,
Un parall�le avec les socond principe conduit � d�finir

la temp�rature comme 1
kBT

Ê=Ê(
¶S
¶E)N,V :

Soient deux syst�mes grands (1)+(2) globalement isol�s,
mais qui peuvent 's'�changer de la chaleur': E=E1+E2 est
fix�, mais pas E1,2 s�par�ment.
On suppose connues W1(E1) et W2(E2) (ou S1,2)
On a alors W1+2= å

µ�tatsÊdeÊ1+2
1 = å

E1+E2=E
W1(E1)ÊW2(E2)

Tous les W1+2 µ�tats sont �quiprobables, et contribuent de 1
� cette somme. Par contre, les diff�rentes �nergies (E1 ou
E2) ne sont pas du tout �quiprobables, leur probabilit� est
donn�e par leur poids relatif dans la somme ci dessus
p(E1)=W1(E1) W2(E-E1)/W1+2

1) W1(E1) W2(E-E1) a un maximum tr�s pointu en fonction
de E1, on pr�f�re chercher le max de son log (qui est
extensif)

2)Ce maximum est donn� par (
¶S1
¶E1

)N1,V1=(
¶S2
¶E2

)N2,V2
3)Autour de ce maximum on a :

W1(E1) W2(E-E1)Ê~ÊWmax exp((
¶2S1
¶E12+

¶2S2
¶E22)(E1-E1max)2

2 +..)

(
¶S1
¶E1

)N1,V1 est une grandeur intensive, 
¶2S1
¶E12

 est a 1/N1. On en

conclue que la distribution de probabilit� autour du max est
gaussienne avec une variance donn�e par
<DE2>Ê=Ê -1

¶2S1
¶E12

+
¶2S2
¶E22

, qui est extensive (en fonction de N1 et N2,

avec N1/N2 fixe).
La fluctuation de l'energie par particule <DE2/(N1+N2)> tend
donc vers z�ro comme 1/N pour des syst�mes grands.

L'interpr�tation physique naturelle de ce r�sultat est que
deux sous syst�mes assez grands, � l'�quilibre entre eux
pour ce qui est des �changes de chaleur, ont avec une quasi
certitude la m�me valeur de :

1
kBT

=(
¶S
¶E)N,V

Remarques importantes:



-Les indices de d�riv�es partielles sont l� surtout pour
rappeler que on �value cette d�riv�e lorsque l'on change E
sans �change de travail avec l'ext�rieur, � nombre de
particules (ou de d¡ de libert�) fix�.

-La grandeur kB est introduite par commodit�, de fa�on � ce
que la diff�rence de temp�rature entre le point triple de
l'eau et son point d�bullition (� 1 atm) soit de DT=100K.
-Si on choisissait kB=1, T s'exprimerait en Joule et serait
de l'ordre de 10-22 J � temp�rature ambiante, ce qui ne
serait gu�re pratique.

-La mesure du rapport11 entre les temp�ratures absolues du
point triple et du point d�bullition, fixe la temp�rature du
point triple, de fa�on tout � fait ind�pendante de kB :
Tpt=273.16K. Cette valeur bien connue, choisie comme
'�talon', doit �tre consid�r�e comme arbitraire, et d�pend
de mani�re extr�ment compliqu�e des propri�t�s des
moll�cules d'eau � l'�chelle microscopique. Aucun calcul ne
permet de pr�dire en Joule la valeur de kBT au point triple.
-Ceci revient � dire que kB a une valeur qu'il faut mesurer
par une m�thode qui n'a rien � voir avec sa d�finition.
-La mesure de kB telle que DT=100K, imposerait la mesure de
1
kBT

, qui n'est pas r�alisable directement, car il n'existe
pas de mesure de S12. Les d�terminations exp�rimentales de kB
sont assez diverses dans leur m�thodes, relativement
indirectes, et ent�ch�es d'erreurs relativement importantes.
-Une m�thode revient (en tr�s gros) � �valuer le nombre
d'atomes dans une quantit� de gaz pour laquelle PV/T=NkB est
connu par ailleurs (par exemple pour une quantit�
conventionnelle d'atomes, la mole)

-Une autre fa�on de pr�senter les choses est d'utiliser la
grandeur extensive S=kBS, la temp�rature est alors 1TÊ=Ê

¶S
¶E

c)Exemples

Le raisonnement ci dessus permet d'identifier la temp�rature
d'un syst�me, car on met en �vidence que deux syst�mes en
contact thermique 'vont � la m�me temp�rature'.
Dans l'ensemble microcanonique, pour un syst�me isol�, la
temp�rature a n�anmoins une signification intrins�que, et
peut �tre calcul�e si on connait S(E,N,V,..)

1¡)Gaz Parfait (monoatomique)13: S = N Log((V/N) (E/N)3/2 )

11ce rapport ne d�pend pas du choix de l'unit� de temp�rature. Il peut
�tre mesur� en principe avec un thermom�tre � gaz parfait, en mesurant
un rapport de pressions.
12Il est clair par sa d�finition que S ne saurait �tre observ�
directement
13Dans le calcul du ¤II-4¡) on a implicitement suppos� qu'il n'y a que
des d¡ de libert� de translation



On en d�duit 1
kBT

=3N/2E, et donc l'�nergie par particule est

E/N=32kBT, c'est � dire CV=
3N
2 kB

2¡)Paramagn�tisme : si chaque spin porte un moment
magn�tique ±µ, en introduisant m tel que p+=(1+m)/2, p-=(1-
m)/2, on a le moment magn�tique de l'ensemble M/Nµ=m.

 En pr�sence d'un champ magn�tique B//z, l'energie est, en
l'absence d'interaction entre spins, E=-MB.
On a �galement S=-N { p+Log(p+) + p-Log(p-) }

Soit 1/kBT=
1
2µB Log(

1+m
1-m),ou de fa�on �quivalente m=th(µB/kBT)

Remarque: la simple hypoth�se que S ne d�pend que de M/Nµ
(spins sans int�raction), conduit au fait que M/Nµ ne d�pend
que de µB/kBT.
Pour µB/kBT<<1, on trouve la loi de Curie: MaNµ2B/kBT
On trouve �galement que en baissant B de fa�on adiabatique,
(=>M ne varie pas), B/T reste fixe et donc TaB. C'est le
principe de la d�saimantation adiabatique.

3¡)G�n�ralisation. On devrait en principe pouvoir toujours
calculer S(E,N,V) dans l'ensemble µcanonique, et donc lier T
� E/N,V/N. Dans la pratique c'est impossible pour les
raisons suivantes:

-l'existence d'interactions rend le calcul en g�n�ral
trop compliqu�, en 'couplant' les degr�s de libert�.

-il y a dans un syst�me des degr�s de libert� de nature
tr�s diverses (translation, rotation, vibrations,...). Une
partie de ces degr�s de libert� ne peut pas �tre consid�r�e
comme isol�e des autres. On utilise alors plut�t le concept
du ¤ suivant : l'ensemble canonique.

d)Echange irreversible de chaleur

Revenons � b): W1+2= å
E1+E2=E

W1(E1)ÊW2(E2)

Dans cette somme, le syst�me 1+2 est � l'�quilibre, et on a
montr� que quelques termes (un nombre de l'ordre de Ö̀̀ ````N1+N2),
domine cette somme. On a alors sensiblement:
W1+2=(W1(E1) W2(E2))max avec E1+E2=E

Soit S1+2=S1+S2, ou S est �valu�e pour les E1,2 qui
maximisent S (i.e. la m�me T). On retrouve que l'entropie est
extensive!

Si au moment ou on a mis 1 et 2 en contact thermique, ils
n'etaient pas � la m�me temp�rature :

S a strictement augment� lors du retour � l'�quilibre.

On peut calculer cette augmentation:
kBdSÊ=Ê( 1T1

Ê-Ê 1T2
)dE1



On en d�duit que dE1 va �tre>0 si 1/T1>1/T2. La chaleur dE1
va du plus froid (grand 1/T) au plus chaud (petit 1/T).

Cette formulation a l'avantage de recouvrir le cas
pathologique des Temp�rature n�gatives.

e)Fluctuations

On a vu que � l'�quilibre la fluctuation de E fait

intervenir 
¶2S
¶E2

Ê=Ê(¶1/kBT
¶E )V,NÊ=Ê

-1
kBCVT2

Le fait que l'�quilibre soit un maximum de probabilit� est
donc �quivalent � dire que CV est positif.

On a alors le r�sultat:

<DE2>Ê=Ê (kBT)2
kB
CV1

Ê+Ê kBCV2
On s'est attach� a faire apparaitre (kBT)2 en J2 et CV/kB
sans dimensions, et a N1,2

f)Pression
On peut, de la m�me fa�on que on a trouv� l'�galit� des T de
deux syst�mes en contact thermique (�change de E), montrer
l'�galit� de pression de deux syst�mes qui peuvent
s'�changer du volume. On est alors conduit � �crire:

P/kBT=¶S/¶V)E,N

Nous allons utiliser une autre m�thode : nous supposons que
la pression est la force par unit� de surface qu'il faut
appliquer aux parois pour les maintenir. Lors d'un
d�placement adiabatique des parois (S ne change pas), on a :

dE=-PdV, � S fixe
Soit P=Ê-Ê¶E

¶V)N,S

Comme dS= dET  +Ê¶S
¶V)E,NdV � N fixe

On a ¶E
¶V)S,N= -ÊT(

¶S
¶V)E,NdV, c'est � dire P=T(

¶S
¶V)E,N, comme

indiqu� plus haut.

On regroupera avantageusement toute cette information sous
la forme:

dS= 1T dE +Ê
P
T dV ou encore dE= TdS-PdV (� N fix�!)

La formulation de gauche �tant (comme toujours) la mieux
adapt�e � la description microcanonique. En effet, S est
fonction de E et V; et E fonction de S et V.

Exemple: gaz parfait, S = N Log((V/N) (E/N)3/2 )

On a donc P/kBT=N/V



Remarque: ce r�sultat est extr�mement robuste. Si on suppose
que le gaz est relativiste (E¹p2/2m), il n'en reste pas
moins que le calcul de G du II4¡) conduira � un Log(V) par
particule. L'int�grale sur p �tant plus dure, mais ca n'a
aucune importance : S = N Log(V/N) + Nf(E/N)
On a alors P/kBT=N/V !

9¡)Utilisation des multiplicateurs de Lagrange
dans l'ensemble microcanonique.

Le chapitre suivant (Ensemble canonique) pr�sente un
thermostat comme un r�servoir d'energie qui impose sa
temp�rature. Pour un syst�me isol�, un sous syst�me, ou bien
une petite partie de ses degr�s de libert� est en contact
avec les autres. Le reste du syst�me agit alors comme un
thermostat. On s'attend d o n c  que, � la limite
thermodynamique, un sous syt�me ait une distribution de type
"canonique", alors que le syst�me est isol�. Il n'y a pas de
diff�rence entre canonique et microcanonique dans cette
limite.

Une autre pr�sentation possible est celle utilisant les
multiplicateurs de Lagrange. La situation est la suivante :
On cherche les {pi} qui maximisent S mais satisfont � une
contrainte d'�nergie donn�e (ou d'autres...).

a)Multiplicateurs de Lagrange
On cherche � extremaliser une fonction f({xi}) sur une

sous partie du domaine de variation telle que C contraintes
soient satisfaites : Gj({xi})=gj.

A un tel extremum, tout petit d�placement dans le sous

espace tangent å
i

dxi
¶Gj
¶xi

Ê=Ê0 conduit � å
i

dxi
¶f
¶xi

Ê=Ê0

Ceci est �quivalent � dire que � ce point gradf est
combinaison lin�aire des gradGj:

En effet les d�placements {dxi} doivent �tre toujours
orthogonaux � tous les gradGj. Si en un point donn� il
arrive que gradf=å

j
ljgradGj, on aura alors df=0, c'est � dire

que ce point est un extr�mum de f sur la 'surface'
{Gj({xi})=constantej}.

CONCLUSION: On peut fixer arbitrairement {lj}, et chercher
dans tout l'espace un point {xj}(qui d�pend de {lj}) tel que
f-å

j
ljGjsoit extremal. En  choisissant alors les lj tels que

{Gj({xi})=gj} on a r�pondu au probl�me pos�.

Strat�gie:



a)trouver {xi} en fonction de {lj}, puis calculer
{Gj({xi}({lk}))}.

b)ajuster {lj} tels que {Gj({xi})=gj}.

En physique: l'�tape b) est souvent inutile : les lj
ont en g�n�ral une signification physique claire, on les
garde comme param�tres et on calcule plut�t les gj en
fonction des {lk}.

b)Exemple avec des oscillateurs harmoniques

N oscillateurs harmoniques identiques ind�x�s par n mais
discernables. On a l'�nergie totale E fix�e. On cherche bien
s�r la distribution des probabilit�s d'occupation des
niveaux 'i' d'un oscillateur.

Soit N=å
i
ni et E/hn=å

i
ini fix�s et on doit maximaliser :

S=-å
i
(ni/N)Log(ni/N)

Le probl�me en fait pos� dans l'ensemble microcanonique est
de trouver W(N,E) pour en d�duire T(E,N). Nous allons
trouver beaucoup plus puisque nous allons trouver S mais
aussi les ni.
La limite thermodynamique intervient dans le fait que parmi
tous les �tats qui contribuent � W, seuls sont r�ellement
importants ceux qui maximisent S.
Les �tats en question sont des macro �tats ou les {ni} sont
donn�s. Un seul macro �tat (� une petite correction pr�s)
contribue de mani�re significative.

a) On maximise donc F({pi},m,b)Ê=Ê-å
i
piLogpiÊ-lå

i
piÊ-bå

i
hnÊini

Soit -Log(pi)-1-l-bhni=0 soit pi=exp(-bhni) exp(-1-l)

b) On a donc 1= 1
1-exp(-bhn) exp(-1-l) qui donne l en fonction

de b et donc pi=exp(-bhni)(1-exp(-bhn))=xi(1-x) avec x=e-bhn

Il faut encore inverser E/N= (1-exp(-bhn))å
i
hniexp(-bhni).

Nous pouvons �valuer  tous les moments de i par
G(z)=<zi>i=å

i
zipi=

1-x
1-xz, soit :

<i> =¶G/¶z(z=1)=x(1-x)/(1-xz)2 =x/(1-x),
<i(i-1)> =¶2G/¶z2(z=1)=2x2/(1-x)2 et donc <i2>-<i>2=<i>2+<i>
Finalement x= <i>

1+<i>, 1-x=
1

1+<i>
S/N =-å

i
piLogpi=-Log(1-x)-LogxÊx/(1-x)

=(1+<i>)Log(1+<i>)-<i>Log<i>



Et E/N=hn <i>

RESULTAT: hn/kBT=Log(
1+<i>
<i> ) . En substituant <i>=x/(1-x) on

v�rifie que hn/kBT=bhn. On est conduit � ce r�sultat en fait
tr�s g�n�ral que le multiplicateur de Lagrange correspondant
� l'�nergie est 1/kBT lorsque on maximise S/N.

Ceci vient du fait qu'on maximise F=S/kB-bE. Lorsque on se
d�place autour de l'extremum, E varie de dE mais
dF=0=dE/kBT-bdE, d'ou le r�sultat.

On aurait donc pu s'arr�ter dans b) � :
piaxi avec x=e-bhn et  E/Nhn =<i>= 1

ebhn-1
 avec b=1/kBT.

REMARQUE IMPORTANTE: ce calcul n'a aucun sens pour un
syst�me petit (N petit), car dans ce cas on ne peut pas
n�gliger les macro�tats qui ne maximisent pas S.

A faire:
Multiplicateurs de lagrange(N Osc Harm)
Viriel

10¡)Utilisation du Viriel dans le calcul de la
pression.

Il existe un lien entre pression et energie lorsqu'on
�limine la temp�rature. Ce lien peut �tre trouv� d'une fa�on
beaucoup plus proche de la m�canique de chaque mollecule,
que par les arguments g�n�raux de la m�canique statistique.
Bien que ce type d'approche ne soit pas � conseiller, � mon
avis, il est bon d'en avoir entendu parler.

Le viriel est v=å
i
Fi.ri

Il comprend une partie due aux interactions (interne):
å
i>j

Fj->i.rij= å
i>j

rij.gradUij.

Et une partie due aux forces ext�rieures:
å
i
Fext->i.ri

Pour des forces � courte port�e, des parois sur les
mol�cules ceci vaut en moyenne sur le temps :
v e x t=-3PV (en fait -PSxL x- P S yL y- P S zL z pour un
parallelepip�de)

Par ailleurs Fi.ri=rimidvi/dt=d(rimivi)/dt-mivi2
La moyenne temporelle du viriel est donc (si rimivi born�e)
-mi<vi2>

On a donc 3PV=2<Ec>+< å
i>j

rij.gradUij.>

Pour un gaz parfait(Uij=0) on retrouve Ec=3/2 NkBT




