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III)Ensemble canonique

1¡)Thermostat

On s'interesse � la situation tr�s courante d'un syst�me
(p) relativement petit, en contact thermique1 avec un
syst�me tr�s grand (Th) (il est � la limite
thermodynamique).
La probabilit� d'occupation des µ�tats de (p) est le but de
ce chapitre.
Le terme 'ensemble' vient � nouveau de celle d'ensemble
statistique du chapitre II.

-Le syst�me (p+Th) est isol�, et on peut donc �crire
que ses µ�tats sont �quiprobables.

-Si p est dans le µ�tat 'i', (Th) a l'energie Etot-Ei.
-Dans ce cas T a WT(Etot-Ei) µ�tats accessibles
-La proba de 'i' est donc WT(Etot-Ei)/WT+p(EtoTh)

Comme T>>p en taille, Ei est une petite perturbation et
WT(Etot-Ei)=WT(EtoTh) exp(-bTEi) par d�finition de bT

On a donc:
(1) Pi=exp(-bTEi)/Z avec Z=å

i
exp(-bTEi)

(2) WT+p(EtoTh)=WT(EtoTh)Z

REMARQUES:

*La propri�t� (1) ne fait intervenir aucune propri�t�
physique de (Th) mise � part sa temp�rature.

La propri�t� (2) indique que LogZ est la contribution
de (p) � l'entropie de (p)+(Th).

*La somme Z dans (1) est une somme sur des µ�tats, pas
sur des niveaux.

*La situation de l'ensemble canonique est apparemment
tr�s diff�rente de celle de l'enemble canonique. Ici la
probabilit� d'un µ�tat d�pend de ce µ�tat. Cette diff�rence
est fictive car il s'agit d'une d�pendance avec l'�nergie du
µ�tat. Une telle d�pendance existe aussi dans l'ensemble
µcanonique.

2¡)Fonction de partition

a)aspects formels
Pour conna�tre les propri�t�s physiques de (p) � b, il

suffit de conna�tre les 'i', et de calculer  Z=å
i
exp(-bEi).

1Voir Chap II pour une d�finition pr�cise



Z s'appelle la  fonction de partition de (p), elle ne
fait pas intervenir (Th).

On peut formellement la conna�tre sans m�me connaitre
les 'i'. Il suffit de calculer Z=Tr exp(-bH) qui est
identique � å

i
exp(-bEi) dans la base propre de H.

b)aspects pratique

Le gros avantage de Z par rapport � l'entropie
microcanonique, est le fait que la contrainte d'energie fixe
est souvent tr�s d�licate � manipuler. Ici il suffit de
sommer sur tout l'espace des degr�s de libert�, sans
restriction.

Comme nous l'avons mentionn� au chapII, m�me pour un
syst�me isol�, une partie des degr�s de libert� peut �tre
consid�r�e comme en contact avec le thermostat constitu� par
les autres degr�s de libert�.

c)Exemples

Par exemple, pour le gaz parfait, un degr� de libert� de un
atome parmi N est dans l'enemble canonique. On a donc
r(vx)aexp(-bmvx2/2)

Pour nos spins 1/2 dans un champ B, on a :
Z1spin=2chbµB
P(+)=exp(bµB)/Z1, P(-)=exp(bµB)/Z1, m=P(+)-P(-)=thbµB

etc...

3¡)Energie Libre

a)d�finition

On rappelle que WT+p(EtoTh)=WT(EtoTh)Z, ce qui signifie que
StotÊ=ÊSThseulÊ+ÊLogZ.
Une grande entropie de l'ensemble signifie un grand Z.

Pour des raisons de tradition, on prefere utiliser

F=-kBTTh LogZ

qui contient essentiellement la m�me information que LogZ.

Il est extr�mement important de se rappeler que F (ou logZ)
est fonction de la temp�rature du thermostat, et des autres
grandeurs fix�es pour le syst�me (p). F n'est pas r�ellement
fonction de l'energie de (p), car cette derni�re est libre
de fluctuer.

b)illustration de l'utilisation de F



*Le calul de la pression se fait comme au I):
P=T¶Stot/¶V|Etot,N

Ce qui conduit � P=T ¶-F/T
¶V |Etot,N

Dans cette formule T est en fait la temp�rature Tth, qui ne
d�pend pas des modifications faites � (p), et que l'on peut
sortir de la d�rivation ; d�rivation que l'on peut
consid�rer comme �tant � T fixe (=Tth).

Soit P=-¶F/¶V|T,N

*Le calul de l'�nergie moyenne de (p) se fait de la facon
suivante:

<E>=å
i
Eiexp(-bEi)/Z=-¶LogZ/¶b

On retrouve de fa�on indirecte une identit� thermodynamique
connue:
<E>=¶(F/kBT)/¶b|N,V=-kBT2¶(F/kBT)/¶T|N,V=-T2¶(F/T)/¶T|N,V

En thermodynamique, cette relation est issue de F=E-TS avec
dF=-SdT-PdV+..., soit S=-¶F/¶T|V,.. et donc:
F=E+T¶F/¶T|..  Soit E=F-T¶F/¶T= -T2¶F/T/¶T

*Un apport important de l'ensemble canonique est
l'evaluation des fluctations, innaccessible a la
thermodynamique:

<E2>=å
i
Ei2exp(-bEi)/Z=

¶2Z
Z¶b2

Soit <E2>-<E>2= ¶2Z
Z¶b2-(

¶Z
Z¶b)

2

4¡)Liens entre ensembles µcanonique et canonique

a)Entropie dans l'ensemble canonique

L'entropie Scan des {pi} se calcule ais�ment:
Scan =-å

i
piÊlog(exp(-bEi)/Z)=logZ+b<E>

On d�duit de ce r�sultat que:

F=<E>-TScan

Il faut cependant se m�fier du fait que l'entropie Scan ne
doit pas �tre n�c�ssairement �tre consid�r�e comme �tant la
contribution de (p) � l'entropie totale.

*On peut consid�rer que la contribution de (p) est
telle que Stot=Sth(Etot)+Sp, alors Sp doit �tre pris �gal �
Sp=kBLogZ

*On peut consid�rer aussi que la contribution de (p)
est telle que Stot=Sth*+Sp



Sth* �tant alors �valu�e lorsque (p) est en contact avec
(Th)
Soit ici Sth*=Sth(Etot-<E>)=Sth(Etot)-<E>/T par d�finition
m�me de T.

On a alors :Stot=Sth(Etot)+kBlogZ=Sth*+<E>/T+kBlogZ=Sth*+Scan

b)Lien entre Scan et Sµcan,p(<E>)

Le second choix est physiquement attrayant car il conduit �
retrouver l'additivit� de l'entropie.
La question qui se pose alors est de savoir si Scan(T,V,N)
est identique � ce que serait Sµcan de (p) si il �tait isol�
avec l'energie <E>. Cette question n'a aucun sens si (p) est
petit, par contre si (p) est � la limite thermodynamique,
cette question est tr�s interessante.
Dans cette limite, comme indiqu� au chap II), le syst�me (p)
n'occupe que des �tats d'�nergie E telle que ¶Sµcan/¶E =1/Tth
L'entropie totale est alors Sth*+Sµcan(<E>), mais elle est
aussi Sth*+Scan(T), on est donc conduit UNIQUEMENT POUR UN
SYSTEME GRAND � �crire:

F=E-TµcanSµcan
La seule difficulte conceptuelle est de savoir quelles sont
les variables dont d�pendent les diff�rentes grandeurs.

Dans le membre de gauche F(T,N,V),d�pend de la temp�rature T
d'un thermostat.
Dans le membre de droite on peut consid�rer que
1/T(E,N,V)=¶S(E,N,V)/¶E est l'entropie µ canonique en
fonction de E,N,V.

On peut aussi consid�rer que E(T,N,V)=<E>, et S(T,N,V) est
l'entropie canonique.
Toutes ces grandeurs sont identiques du fait que E est
pratiquement d�termin�e de fa�on unique par la mise en
contact avec un thermostat.



5¡)Identit�s thermodynamiques
Un syst�me (S), peut �tre mis en contact avec divers
r�servoirs de grandeurs extensives (E,N,V).
Pour un syst�me m�me petit, on d�finit pour chaque situation
un potentiel thermodynamique qui est reli� � l'entropie de
l'ensemble des syst�mes en contact.

Si (S) est lui m�me � la limite thermodynamique ; dans les
situations envisg�es, son �tat est indiscernable de celui ou
il serait, si il �tait isol�, mais avec les param�tres
intensifs conjugu�s de E,N ou V sont �gaux � ceux du
reservoir correspondant.
Dans cette limite, les potentiels thermodynamiques dans les
diff�rentes situations sont li�s par des identit�s, qui
apparaissent dans la colone de droite.
La colone du mileu peut �tre consid�r�e comme une d�finition
des grandeurs apparaissant comme d�riv�es des potentiels
thermodynamiques.

µCanonique:

S(E,N,V), dS= dE+PdV-µdN
T

Ceci permet de voir que µ=energie que doit avoir une
particule pour �tre inject�e de fa�on adiabatique, � volume
fixe.

Canonique:

F(T,N,V), dF= -SdT-PdV+µdN, F=E-TS

-F/T, repr�sente � une constante pr�s l'entropie totale S+Th

µCanonique, isobare:
S(H,N,P), dS= dH-VdP-µdN

T , H=E+PV

Cette situation est celle d'un syst�me isol� thermiquement
mais qui peut �changer du volume, et donc du travail, avec
un reservoir de volume.
La grandeur H=E+PV, mesure � une constante pr�s l'energie de
l'ensemble Pressostat+syst�me
En effet dEPress=-PdVpress=+PdV, soit Etot=Es+PV+Epress(V=0)
Les variations de H sont les variations d'energie du
syst�me, lorsqu'on exclue le travail fourni au pressostat.

Canonique, isobare:

G(T,N,P), dG= -SdT+VdP+µdN, G=E-TS+PV

Cette situation est celle d'un syst�me qui peut �changer du
volume, et donc du travail, avec un reservoir de volume, et
aussi de la chaleur avec un thermostat.

G repr�sente, � une constante pr�s le F de l'ensemble
Pressostat+syst�me.



-G/T repr�sente � une constante pr�s l'entropie totale
S+Th+Pressostat

Grand Canonique:2

W(T,V,µ), dW= -SdT-PdV-Ndµ, W=E-TS-µN

Cette situation est celle d'un syst�me qui peut �changer des
particules avec un reservoir de particules, et aussi de la
chaleur avec un thermostat.

W repr�sente, � une constante pr�s le F de l'ensemble
reservoir+syst�me.

-W/T repr�sente � une constante pr�s l'entropie totale
S+Th+reservoir

5.1¡)Identit�s Additionelles et fondamentales
a)Un composant

G(T,N,P) et W(T,V,µ) ont une particularit� cruciale : elles
sont des fonctions extensives de param�tres intensifs, sauf
un.
Donc: G(T,N,P)=Ng(T,P) et W=Vw(T,µ)
Par ailleurs µ=¶G/¶N|T,P=g et P=-¶W/¶V|T,µ=w

Donc: G=Nµ et W=-PV

Cette relation conduit � l'identit� de Gibbs-Duhem:
Ndµ=-SdT+VdP ou bien -VdP=-SdT-Ndµ

Qui sont �quivalentes, et tr�s utiles.

b)Plusieurs constituants

G(T,{Ni},P) est fonction extensive  de param�tres intensifs
et des {Ni}.
G(T,{lNi},P)=lG(T,{Ni},P)
Soit å

i
Ni¶G/¶Ni=G= å

i
Niµi

donc  å
i
µidNi+ å

i
Nidµi=-SdT+VdP+ å

i
µidNi

Gibbs-Duhem: å
i
Nidµi=-SdT+VdP

6¡)Exemples simples
a)Gaz 3D

On calcule d'abord z1,x de un degr� de libert� de un atome
dans la direction x:

2Nous y reviendrons ult�rieurement, au chapitre 'Grand Canonique'



z1,x = õô
ôódpdx

h Êexp(-bp2/2m)=Lx/h Ö̀̀ `````2pmkBT

Que  l'on �crira avantageusement z1,x =Lx/l, avec l2= h2
2pmkBT

l est la longueur d'onde de de Broglie, qui est (� des
facteurs 2p pr�s) celle d'une particule d'�nergie kBT.

E=Ê h2
2ml2Ê=Ê

h2
2m
2pmkBT
h2

Ê=2pkBT/2

On calcule ensuite z1 de un atome:z1=z1,x z1,y z1,z=V/l3

On calcule ensuite ZN de N atomes discernables:
 ZN = (z1)N=(V/l3)N

On corrige ensuite ZN de N! pour avoir des atomes
indiscernables:

 ZN = (z1)N/N!=(
Ve
Nl3

)N

F=-NkBT Log(
Ve
Nl3

)

P=-¶F/¶V|T,N=NkBT/V
S=-¶F/¶T|V,N=

5NkB
2 Ê+ÊNkBLog(

V
Nl3

)

E=F+TS=3NkBT2
ou bien E=Ñ¶LogZ/¶b=3NkBT2

µ=¶F/¶N|V,T=-kBTLog(
V
Nl3

)

On retrouve bien des r�sultats de la thermodynamique:
µ=-kBTLog(

V
N)+µ

0(T)

S/N=kBLog(
V
N)+s

0(T)

Une diff�rence importante est que µ0(T), et s0(T) sont
connus pr�cis�ment.

b)gaz quantique, applicabilit� 1/2 classique
gaz quantique, applicabilit� N!

Dans le raisonnement ci dessus, on a implicitement suppos�

que å
kx
~Ê

 õô
ôó dkx
2p/Lx

, c'est � dire que

1
2m(h/L)

2<<kBT, c'est � dire L>>l

Ceci est la condition d'application de la limite semi
classique, qui est largement applicable � toute temp�rature
raisonnable.



Ordre de grandeur:l~10A pour T=1K et m=mHe=4g/mole=6e-27kg
Dans n'importe quelle bo�te d�cente, L>>l!

Dans le raisonnement ci dessus, on a implicitement suppos�
que le nombre moyen de particule dans un k est <<1.
Cette condition est beaucoup plus restrictive:
V / l 3  est environ le nombre d'�tat par
particule.(signification de z1)

Il faut donc que V/l3>>N soit L>>l (N)1/3

Si cette condition (intensive, et donc plus physique), est
staisfaite, on a � peu pr�s Zindisc=Zdisc/N!. Sinon �a va pas
du tout!

c)syst�mes ind�pendants

Si on peut �crire H=h1({1q})+h2({2q}), ou h1 ne d�pend que
d'une partie {1q} des d¡ de libert� (resp 2):

Ceci s'exprime par le fait que les {1q} et les {2q} n'ont
pas d�nergie h12,d'int�raction qui d�pendrait � la fois des
{1q} et {2q}.

On a alors trivialement Z =z1Ê.Êz2 ou z1,2 sont les FP des
{1,2q}.
Ceci s'�crit encore comme F=F1+F2.

Cette propri�t� tr�s g�n�rale a �t� utilis�e en 6¡)-a)

Elle se g�n�ralise � plusieurs classes de d¡ de libert�s, ou
plusieurs syt�mes sans int�raction:
H=å

i
hi({iq}), alors Z=Õ

i
zi

Dans le cas particulier ou les {{iq}} sont identiques mais
discernables, on a alors Z=(z1)N

Cette propri�t� tr�s g�n�rale a �t� utilis�e en 6¡)-a)

e)paramagn�tisme s=1/2 puis S

*N spins 1/2, d�nergie hi=-µBzSiz, Siz=±1
F=Nf, f=-kBTLog(z1), z1=2ch(bµB)

Il faudrait encore savoir automatiquement relier F � M.
Ici c'est facile car <E/N>=Ñ¶Log(z1)/¶b=-MB=µBthbµB, soit

M/Nµ=th(bµB)

*N spins S, d�nergie hi=-µBzSiz, Siz=-S,..,S

F=Nf, f=-kBTLog(z1), z1= å
Sz=-S

S
exp(-bµBSz)



Soit z1 =exp(bµBS) 
1-exp(-bµB(2S+1))

1-exp(-bµB)

= 
exp(bµB(2S+1)/2)-exp(-bµB(2S+1)/2)

exp(bµB/2)-exp(-bµB/2) Ê

=Ê
sh(bµB(2S+1)/2)

sh(bµB/2)
Le maximum accessible �tant Msat=NµS, on calcule M/Msat en
fonction de bµ B

=Ê
sh(bµBÊ(2S+1)/2)

sh(bµBÊ/2)

Alors, � nouveau:
BM/N=¶Log(z1)/¶b, soit

M/Msat=(2S+1)/2S coth(x(2S+1)/2)-1/2S coth(x/2)
avec x=bµB
On v�rifiera sans difficult� que M/Msat->1pour x>>1
Les diff�rentes fonctions de Brilloin(S) donnant M/Msat en
fonction de bµsatB=x ont globalement des formes semblables,
mais font intervenir explicitement S comme param�tre.

La pente initiale est:
(2S+1)/2S coth(x(2S+1)/2)-1/2S coth(x/2) =0/x,
il faut cothx=(1+x2 / 2 ) / ( x + x 3 / 6 ) = ( 1 + x 2 ( 1 / 2 -
1/6))/x=(1+x2/3)/x=1/x+x/3

Soit {(2S+1)/2S x(2S+1)/2-x/2 /2S}1/3=x/3{(2S+1)2-
1}/4S=x/3{4S2+4S}/4S2=x/3ÊÊ(S+1)

M/N=bµ2B/3ÊÊS(S+1)=CB/T, C=µ2S(S+1)/3kB

La bonne variable est donc y=(S+1)x/3

M/Msat=(2S+1)/2S coth(3y(2S+1)/2(S+1))-1/2S coth(3y/2(S+1))

 0  1  2  3  4 (S+1)§µB/3
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7¡)Th�or�me de l'�quipartition de l'�nergie

a)Enonc� des hypoth�ses et du th�or�me

Il faut faire tr�s attention � ce th�or�me, qui
est souvent appliqu� � tort. Lorsqu'il est bien utilis�, il
est cependant d'une efficacit� redoutable.

*Il faut un degr� de libert� q (ou p!), qui varie
dans ]-¥,+¥[ qui appara�t dans le Hamiltonien uniquement
sous la forme :

hq= 
k
2Êq

2.

A la limite semi-classique, q intervient dans Z sous la

forme Z= zq Zautre¡, avec la zq=  õô
ôó

-¥

+¥

dqÊexp(-b
k
2Êq

2).

On en d�duit imm�diatement que q est gaussien avec

<k2Êq
2>=kBT/2, c'est � dire <hq>=kBT/2.

On retiendra donc que tout degr� de libert� satistfaisant �
(*) contribue de kBT/2 � l'�nergie interne.

b)Illustrations

Les exemples les plus connus sont la capacit� calorifique du
gaz parfait monoatomique CV=3 

NkB
2 .

En pr�sence de degr�s de libert� de rotation (2 degr�s pour
une diatomique), et si ils satisfont (*), il faut ajouter 2
NkB
2  soit CV=5 

NkB
2

De m�me pour les vibrations, mais l� il faut faire attention
au d�nombrement:
Un hamiltonien de vibration comprend une vitesse et une
�longation : soit 2 kB/2 suppl�mentaires
CV=7 

NkB
2

c)osc harmonique, limite classique

Nous allons pr�ciser ici les cas le th�or�me ne s'applique
pas, sur l'exemple de l'oscillateur harmonique quantique.

H= 12mÊp
2.+

mw2

2 Êq2.
En m�ca.Qu, on ne peut pas consid�rer que ces deux termes
sont ind�pendants, car ils ne commutent pas l'un avec

l'autre: [q,p]=ih
_
Ê. Cependant on connait les micro-�tats |n>



d'energie En=h
_

w(n+1/2). Dans la suite, on mettra l'origine

des �nergies en h
_

w(1/2), ce qui facilitera l'�criture.

On a alors ZÊ=Ê 1

1-exp(-bh
_

w)
, P(n)=exp(-bh

_
w)/Z avec les

moyennes calcul�es plus haut.

Limites interessantes:

ðÊbh
_

w>>1, On a alors Z=1 (un seul �tat occup�, celui

avec n=0), et <E>/h
_

w~exp(-bh
_

w). Ce cas est tr�s fr�quent :
lorsque un d�gr� de libert� correspond � une energie
caract�ristique tr�s sup�rieure � kBT, on a cette loi
exponentielle.

ðÊbh
_

w<<1, On a alors Z=kBT/h
_

w>>1 (grand nombre d'�tats
accessibles, celui avec n=0), et <E>=kBT. Ce cas est celui
du th�or�me de l'�quipartition, avec ici deux degr�s de
libert� p et q.

ðÊCas g�n�ral E/h
_

wÊ=Ê 1

exp(bh
_

w)-1
Cette distribution est caract�ristique d'un syst�me ou les
niveaux d'�nergie sont non d�g�n�r�s et �quidistants du

quantum h
_

w. Cette situation est extr�mement fr�quente, et
fut � l'origine de la d�couverte (par Planck) de la
constante de Planck.

On a alors kBT2CV/(h
_

w)2=
exp(bh

_
w)

(exp(bh
_

w)-1)2
Ê=Ê 1

4sh2(bh
_

w/2)

CV/kB=Ê
(bh
_

w)2

4sh2(bh
_

w/2)



8¡)Syst�mes � spectre born�

a)Enonc� des hypoth�ses et du th�or�me
L'objet de ce paragraphe est de donn� un r�sultat contraire
� celui du th�or�me de l'�quipartition, afin d'insister sur
les hypoth�ses de ce th�or�me.
Pour un syst�me � spectre born� (Emax-Emin<¥), lorsque
kBT>>D, tous les �tats deviennent �quiprobables dans
l'ensemble canonique. <H2>-<H>2 a sensiblement la valeur
qu'il aurait � T=¥, <H2>-<H>2=Tr(H2)/Tr(Id)-(Tr(H)/Tr(Id))2.
On a alors kBT2Cv=D. Ce type de comportement de Cv~1/T2 est
r�s courant, et caract�ristique d'un degr� de libert� �
spectre born�.

b)exemple

Le cas du spin 1/2 dans un champs se g�n�ralise au syst�mes
� deux niveaux, �galement tr�s r�pandus:
Si un (ou plusieurs) degr�s de libert� conduisent � deux
�nergie E=±D , alors z=2chbD, <E>=-DthbD,kBT2Cv/D2=(1-th2bD)
CV/kB=(bD)2(1-th2bD).
Pour bD<<1, on retrouve CV/kB=(D/kBT)2, avec <H2>-<H>2=D2.



9¡)Gaz polyatomiques: vibrations et rotations

a)Vibrations

Bien que l'on puisse calculer sans difficult� la Cv d'un
oscillateur harmonique (7¡)b)), il est utile de savoir

comparer kBT et h
_

wvib.
Pour la plus part des moll�cules, l'energie de vibration
correspond � une Tvib de l'ordre de 100 � 10000K. Dans le
domaine de T=300K, on est donc souvent dans le cas

interm�diaire kBT ~ h
_

wvib, qui conduit � des valeurs de
2Cv/kB non enti�res.

b)Rotations

Il faut d'abord un Hamiltonien. On se limite ici � une
moll�cule diatomique. Dans le r�f�rentiel du CdM, on a
uniquement l'Ec de la particule relative L= µv2/2 ou µ est
la masse r�duite, et v sa vitesse. Ici, on consid�re que la
distance internucl�aire r est fixe, et donc

v2=r2/2(q
02+sin2qf

02). Soit pq=µr2q
0
Ê;Êpf=µr2sin2qf

0

*Soit en M.Q: H= 1
2µr2

(pq2+pf2/sin2q), [q,pq]=ih
_
, [f,pf]=ih

_

On a une expression bien plus simple si on identifie d'abord
le moment cin�tique L/µr2=q

0
uf-f

0
sinquq



*Soit en M.Q: H= 1
2µr2

L2, dont on connait les �tats propres

|l,m>, d'�nergies El,m= 
h
_2
2µr2

 l(l+1)

Appara�t ainsi l'�chelle kBTr=
h
_2
µr2

. Pour µ=mp/2, r=a0 on a

Tr=170K. Pour toute mol�cule autre que H2, Tr~1-10K

Ces deux approches paraissent tr�s diff�rentes, mais on est
ici simplement confront� au probleme de la traduction de H
en termes quantiques.

De fait [q,pq]=ih
_
, [f,pf]=ih

_
 conduisent de fa�on UNIQUE �

pq=h
_
/i ¶/¶q et pf=h

_
/i ¶/¶f

On aurait alors H= -h
_2

2µr2
(¶2/¶q2+ ¶2

sin2q¶f2
)

Cette expression ressemble beaucoup � H=-h
_2
2µ D ; avec D sur la

sph�re=1/r2{ ¶
sinq¶q(

sinq¶
¶q )+ ¶2

sin2q¶f2
} dont les fonctions propres

sont les Ylm avec DYlm=-l(l+1)/r2 Ylm

La diff�rence est issue du fait que classiquement
pq
sinq(sinqpq)=pq2 mais pas en m�caquantique.
En fait la forme D a l'avantage d'�tre invariante par
changement d'axe p�laire, ce qui est un minimum!

ðOn peut alors tranquillement appliquer le th�or�me
d'�quipartition, mais en d�nombrant 2 variables pq et pf, ou
deux composantes de L .De fait dans le r�f�rentiel propre
(ur,uq,uf) L n'a que deux composantes ¹0. Soit Cvrot=2 kB/2

Le fait que L n'a que deux composantes peut se comprendre �
partir du cas g�n�ral d'une mol�cule avec un tenseur
d'inertie I non singulier Ec=

1
2L

.I-1 L, ou L a bien trois
composantes et pour lequel Cvrot=3 kB/2. Si une des
composantes de I-1 est tr�s grande, ce degr� de libert� de
rotation va dans son �tat fondamental et ne contribue plus �
Cv.Le cas diatomique est le cas limite ou Irr=0, Irr-1=+¥

ðCas explicitement quantique:
 Z= å

l,m
exp(-b/brÊl(l+1)/2)Ê=å

l
(2l+1)exp(-b/brÊl(l+1)/2)

A la limite T>>Tr:prenant J=l(l+1), (2l+1)*1=dJ, soit

Z= ò
0

¥
dJexp(-b/2brÊJ)=2br/b=2(T/Tr), et <E>=kBT=2 kBT/2



Avec la limite 1/2 classique on aurait:

Z=
 õô
ôódqdpq

h
dfdpf
h Êexp(-b/2br(pq2+pf2/sin2q))

Il serait plus logique d'avoir comme �l�ment de volume dans
l'espace des phases l'angle solide sinqdqdf. Ceci s'obtient
en prenant Pq = p q , P f = p f / s i n q , on a alors
dqdpqdfdpf=dqdPqdfdPf/|¶Pi/¶pj|, ou |¶/¶| est le jacobien
(changement d'�l�ment de volume), qui vaut ici:
|¶Pi/¶pj|=1/sinq.

Z=
 õô
ôósinqdqdPqdfdPf

h2
Êexp(-b/2br(Pq2+Pf2))=4p(2pbrkBT/h2)=2(T/Tr)

10¡)Fonction de partition partielle

a)D�finition, utilisation
Il arrive fr�quemment qu'une certaine grandeur interne

extensive (not�e x) soit libre de varier spontan�ment, mais
que la fonction de partition � x fix�, ait un sens et puisse
�tre �valu�e. On peut alors facilement en d�duire la densit�
de probabilit� de x.

Soit Z(x,T,N,V...) la fonction ou x est fix�.
On a alors Ztot(T,N,V...)=òdxÊZ(x,...)

Il doit �tre clair que cette formule est approximative en ce
sens que il n'est pas clair si l'�l�ment d'int�gration doit
effectivement �tre dx, ou bien xdx ou n'importe quoi
d'autre. M�me l'unit� de Ztot est en faite incorrecte.

Quant � la D.P. de x, elle est �videmment Z(x)/Ztot, ce
r�sultat �tant ind�pendant de la difficult� soulev�e ci
dessus.

A la limite thermodynamique, de toute fa�on, nous allons
n�cessairement avoir un maximum tr�s pointu de Z(x), et x
sezra spontan�ment toujours tr�s proche de ce maximum.
On aura alors Ztot~Z(xmax), avec xmax l'extremum de Z(x). On
peut y compris facilement �valuer <Dx2>=(-¶2Log(Z)/¶x2)-2

Tout cela sera encore plus transparent en utilisant
F(x,..)=-kBTLog(Z(x,..)). x sera toujours �gal au minimum de
F(x). On aura Ftot=F(xmax) et <Dx2>=kBT/(¶2F/¶x2)

b)Exemple: dissociation de H2

On a la r�action H2Ê<----> 2H. Si on note Np le nombre total
d'atomes de H, NH2 de mol�cules, et NH d'atomes dissoci�s,
on a Np=2NH2+NH fix�, et NH/Np libre de varier.



Fixons donc NH, on a alors3: Z(x)=(z2)NH2(z1)NH, ou encore:
F(NH)=NH2f2+NHf1 ou z1,2(resp f1,2) sont les fonctions de
partition (resp energie libre) par particule.
La valeur la plus probable4 de NH2 est celle ou dF=(f2-
f1)dNH=0 soit 2f1=f2

Avec z1,2=(V/N1,2 x1,2), ceci devient (V/NH xH)2=V/NH2 xH2, ou
encore [NH2]/[NH]2=K=xH2/xH2.

Les experts auront d�couvert ici la loi d'action de masse,
ou on connait la constante K qui fait intervenir les degr�s
de libert� de chaque esp�ce.

On a montr� plus haut que zi= 
Ve

Nili3
Êzvib,iÊzrot,i.

On voit dans cet exemple, que la constante de Planck
intervient explicitement dans la constante d'�quilibre (�
travers li), m�me si on se place � temp�rature �lev�e. Ceci
vient du d�nombrement 1/2 classique des �tats. L'�valuation
correcte des constantes d'�quilibre requiert donc
l'approximation semi classique. C'est un cas important ou
l'apport de la m�castat est indiscutable comparativement �
la thermodynamique qui ne saurait pr�dire la valeur de K.

c)Pr�dictions qualitatives
Le calcul complet sera fait en TD, mais on peut d'ores et
d�j� pr�dire les deux limites possibles:

Lorques [Np] est tr�s faible, l'entropie est plus
grande si on augmente le nombre de degr� de libert� de
position. On s'attend � trouver [NH]>>[NH2]

Dans le cas contraire, � condition que la temp�rature
soit faible comparativement � l'energie de liaison, on aura
[NH]~[NH2]exp(-bEliaison)<<[NH2]

A la limite bEliaison<<1, les concentrations seront du
m�me ordre.

Afaire:Liouville, Particules indiscernables, Corps noir,...

3On percevra un nombre grand d'hypoth�ses cach�es : absence
d'interactions entre mol�cules...
4On aura percu que le calcul en passant par F(x) revient a chercher le
maximum de Log(P(x)), ceci conduit � un parall�le tr�s fort avec la
mise en contact de deux syst�mes.


