ITI)Ensemble canonique

1°)Thermostat

2°)Fonction de partition
3°)Energie Libre

4°)TL.iens entre ensembles ucanonique et canonigque

5°)Identités thermodynamiques

6°)Exemples simples
7°)Théoreme de 1'égquipartition de 1'énergqgie

8°)Systemes a spectre borné

9°)Gaz polyatomiques: vibrations et rotations
10°)Fonction de partition partielle




ITI)Ensemble canonique

1°)Thermostat

On s'interesse a la situation treés courante d'un systéme
(p) relativement petit, en contact thermiquel! avec un
systéme trés grand (Th) (il est a la limite
thermodynamique).

La probabilité d'occupation des upétats de (p) est le but de
ce chapitre.

Le terme 'ensemble' vient a nouveau de celle d'ensemble
statistique du chapitre II.

-Le systéme (p+Th) est isolé, et on peut donc écrire
que ses uétats sont équiprobables.

-Si p est dans le uétat 'i', (Th) a l'energie Etot-Ej.

-Dans ce cas T a Qp(Etot—-Ei) uétats accessibles

-La proba de 'i' est donc Qq(Etot-Ei)/Qr+p(Etorh)

Comme T>>p en taille, Ej; est une petite perturbation et
Qr(Etot—Ei)=Qr(Etoth) exp(-PrEi) par définition de P

On a donc:
(1) Pi=exp(-PrEi)/Z avec z=Yexp(-PrEi)
1

(2) Qri+p(Etorh)=Lr(EtoTh)Z

REMARQUES :

*L,a propriété (1) ne fait intervenir aucune propriété
physique de (Th) mise a part sa température.

La propriété (2) indique que LogZ est la contribution
de (p) a l'entropie de (p)+(Th).

*La somme Z dans (1) est une somme sur des uétats, pas
sur des niveaux.

*La situation de 1l'ensemble canonique est apparemment
trés différente de celle de 1l'enemble canonique. Ici la
probabilité d'un uétat dépend de ce uétat. Cette différence
est fictive car il s'agit d'une dépendance avec 1l'énergie du
uétat. Une telle dépendance existe aussi dans 1'ensemble
yucanonique.

2°)Fonction de partition

a)aspects formels
Pour connaitre les propriétés physiques de (p) a pB, il

suffit de connaitre les 'i', et de calculer Z=§Sexp(—BEi).
T

lvoir Chap II pour une définition précise



Z s'appelle la fonction de partition de (p), elle ne
fait pas intervenir (Th).

On peut formellement la connaitre sans méme connaitre
LI |

les 'i'. Il suffit de calculer Z=Tr exp(-fH) qui est
identique a zgexp(—BEi) dans la base propre de H.
T

b)aspects pratique

Le gros avantage de Z par rapport a 1l'entropie
microcanonique, est le fait que la contrainte d'energie fixe
est souvent treés délicate a manipuler. Ici il suffit de
sommer sur tout 1'espace des degrés de liberté, sans
restriction.

Comme nous 1l'avons mentionné au chapII, méme pour un
systéme isolé, une partie des degrés de liberté peut étre

considérée comme en contact avec le thermostat constitué par
les autres degrés de liberté.

c)Exemples

Par exemple, pour le gaz parfait, un degré de liberté de un
atome parmi N est dans 1'enemble canonique. On a donc

P (Vx)aexp (-Pmvy?/2)

Pour nos spins 1/2 dans un champ B, on a :
Z1spin=2chpuB

P(+)=exp(PuB)/Z1, p(-)=exp(PuB)/Z1, m=P(+)-P(-)=thpuB

etc...

3°)Energie Libre

a)définition

On rappelle que Qrip(Etorh)=Qr(EtoTh)Z, ce qui signifie que
2tot = XThseul + LOgZ.

Une grande entropie de 1l'ensemble signifie un grand Z.
Pour des raisons de tradition, on prefere utiliser
F=—kBTTh LOgZ
qui contient essentiellement la méme information que LogZ.
Il est extrémement important de se rappeler que F (ou logZ)
est fonction de la température du thermostat, et des autres
grandeurs fixées pour le systéme (p). F n'est pas réellement

fonction de l'energie de (p), car cette derniere est libre
de fluctuer.

b)illustration de 1l'utilisation de F




*Le calul de la pression se fait comme au I):
P=Tast%f/%Y|Etot,N
. . N -F/T
Ce qui conduit a P=T ‘7ﬁf‘WEtot,N
Dans cette formule T est en fait la température Tih, qui ne
dépend pas des modifications faites a (p), et que 1l'on peut
sortir de la dérivation ; dérivation gque 1l'on peut
considérer comme étant a T fixe (=Tih)-.
Soit P=-9F/dV|p, N

*Le calul de l'énergie moyenne de (p) se fait de la facon
suivante:

<E>=§SEiexp(—BEi)/Z=—8LogZ/BB
T

On retrouve de fagon indirecte une identité thermodynamique
connue:

<E>=9(F/kgT)/df|n,v=—kBT2d (F/kgT) /0T |N,v=—T20 (F/T) /0T |n,v

En thermodynamique, cette relation est issue de F=E-TS avec
dF=-SdT-PdV+..., soit S=-9F/JT|y,.. et donc:

F=E+TJF/0T|.. Soit E=F-TIF/JT= -T29F/T/IT

*Un apport important de 1l'ensemble canonique est
l'evaluation des fluctations, innaccessible a 1la
thermodynamique:

a Z
<E2>—§E 2 E;)/2Z=
027 07
2 2— - 2 2
Soit <E2>-<E> 20p2" (zas

4°)TL.iens entre ensembles pycanonique et canonigque

a)Entropie dans 1'ensemble canonique

L'entropie X.3n des {pi} se calcule aisément:
Zcan =—2Pi log(exp(-PBE;i)/%2)=1ogZ+B<E>
T
On déduit de ce résultat que:
F=<E>-TScan
I1 faut cependant se méfier du fait que 1l'entropie Scan nhe
doit pas étre nécéssairement étre considérée comme étant la
contribution de (p) a l'entropie totale.
*On peut considérer que la contribution de (p) est
telle que Stot=Sth(Etot)+Sp, alors Sp doit étre pris égal a

*On peut considérer aussi que la contribution de (p)
est telle que Stot=Sth*+Sp



Sth~ €étant alors évaluée lorsque (p) est en contact avec
(Th)
Soit ici Sth*=Sth(Etot-<E>)=Sth(Etot)-<E>/T par définition

méme de T.

On a alors :Stot=Sth(Etot)+tkplogZ=Sin*+<E>/T+kglogZ=Sith*+Scan

b)Lien entre Scan et Sycan,p(<E>)

Le second choix est physiquement attrayant car il conduit a
retrouver 1l'additivité de 1l'entropie.

La question qui se pose alors est de savoir si Scan(T,V,N)
est identique a ce que serait Spcan de (p) si il était isolé
avec l'energie <E>. Cette question n'a aucun sens si (p) est
petit, par contre si (p) est a la limite thermodynamique,
cette question est trés interessante.

Dans cette limite, comme indiqué au chap II), le systéeme (p)
n'occupe que des états d'énergie E telle que 9Sy,can/JE =1/Ttn

L'entropie totale est alors Sth*+Spucan(<E>), mais elle est
aussi Sth*+Scan(T), on est donc conduit UNIQUEMENT POUR UN
SYSTEME GRAND a écrire:

F=E-TycanSucan
La seule difficulte conceptuelle est de savoir quelles sont
les variables dont dépendent les différentes grandeurs.

Dans le membre de gauche F(T,N,V),dépend de la température T
d'un thermostat.

Dans le membre de droite on peut considérer que
1/T(E,N,V)=dS(E,N,V)/dE est l'entropie pu canonique en
fonction de E,N,V.

On peut aussi considérer que E(T,N,V)=<E>, et S(T,N,V) est
l'entropie canonique.

Toutes ces grandeurs sont identiques du fait que E est
pratiquement déterminée de fagon unique par la mise en
contact avec un thermostat.



5°)Identités thermodynamiques

Un systeme (S), peut étre mis en contact avec divers
réservoirs de grandeurs extensives (E,N,V).

Pour un systéme méme petit, on définit pour chaque situation
un potentiel thermodynamique qui est relié a 1l'entropie de
1l'ensemble des systémes en contact.

Si (S) est lui méme a la limite thermodynamique ; dans les
situations envisgées, son état est indiscernable de celui ou
il serait, si il était isolé, mais avec les parametres
intensifs conjugués de E,N ou V sont égaux a ceux du
reservoir correspondant.

Dans cette limite, les potentiels thermodynamiques dans les
différentes situations sont liés par des identités, qui
apparaissent dans la colone de droite.

La colone du mileu peut étre considérée comme une définition
des grandeurs apparaissant comme dérivées des potentiels
thermodynamiques.

uCanonique:

+ -
S(E,N,V), gs= CGEYPAV-paN

Ceci permet de voir que u=energie dque doit avoir une
particule pour étre injectée de fagon adiabatique, a volume
fixe.

Canonique:
F(T,N,V), dF= -SdT-Pdv+udN, F=E-TS
-F/T, représente a une constante prés l'entropie totale S+Th

uCanonigue, isobare:

S(H,N,P), ds=

dH Vﬁ? de, HeE+DV
Cette situation est celle d'un systéme isolé thermiquement
mais qui peut échanger du volume, et donc du travail, avec
un reservoir de volume.

La grandeur H=E+PV, mesure a une constante prés l'energie de
1l'ensemble Pressostat+systéme

En effet dEpress=—PdVpress=+PdV, soit Etot=Es+PV+EEress(V=0)
Les variations de H sont les variations d'energie du
systeme, lorsqu'on exclue le travail fourni au pressostat.

Canonigque, isobare:

G(T,N,P), dG= -SdT+VdP+udN, G=E-TS+PV

Cette situation est celle d'un systéme qui peut échanger du
volume, et donc du travail, avec un reservoir de volume, et
aussi de la chaleur avec un thermostat.

G représente, a une constante prés le F de 1l'ensemble
Pressostat+systéme.



-G/T représente a une constante prés 1l'entropie totale
S+Th+Pressostat

Grand Canonique

Q(T,V,u), dQ= -SdT-PdV-Ndyu, Q=E-TS-uN

Cette situation est celle d'un systeme qui peut échanger des
particules avec un reservoir de particules, et aussi de la
chaleur avec un thermostat.

QQ représente, a une constante prés le F de 1'ensemble
reservoir+systéme.

-Q/T représente a une constante pres 1'entropie totale
S+Th+reservoir

5.1°)Tdentités Additionelles et fondamentales

a)Un composant

G(T,N,P) et Q(T,V,u) ont une particularité cruciale : elles
sont des fonctions extensives de paramétres intensifs, sauf
un.

Donc: G(T,N,P)=Ng(T,P) et Q=Vo (T, u)
Par ailleurs  p=dG/oN|r,p=g et P=-0Q/0V |, =0
Donc: G=Nu et Q=-PV

Cette relation conduit a 1l'identité de Gibbs-Duhem:
Ndu=-SdT+VdP ou bien -VdP=-SdT-Ndu
Qui sont équivalentes, et trés utiles.

b)Plusieurs constituants

G(T,{Ni},P) est fonction extensive de paramétres intensifs
et des {N;j}.
G(T,{ANi},P)=AG(T,{Ni},P)

Soit ENiaG/aNi=G= ENi#i
1 1

donc Yu;idNj+ YNjdu;=-SdT+VdP+ Yu;idNj
1 1 1

Gibbs-Duhem: YN;jdu;=-SdT+VdP
1

6°)Exemples simples
a)Gaz 3D

On calcule d'abord z;,x de un degré de liberté de un atome
dans la direction x:

2Nous y reviendrons ultérieurement, au chapitre 'Grand Canonique'



Z21,x =Jd€?x exp(—sz/Zm)=Lx/h V2nmkgT

h2
" 2nmkgT
A est la longueur d'onde de de Broglie, qui est (a des
facteurs 2m pres) celle d'une particule d'énergie kgT.
h2 h2 27 mkpT

E= 2= om p2 —27KeT/2

Que 1l'on écrira avantageusement zj,x =Lx/A, avec A2=

On calcule ensuite z; de un atome:zi=z1, x zld,zl,z=v/x3

On calcule ensuite Zy de N atomes discernables:
Zy = (z1)N=(V/A3)N

On corrige ensuite Zy de N! pour avoir des atomes
indiscernables:
Ve

F=-NkgT Log( )
P=-aF/av|T,N-NkBT/v
5Nkg
S=—6F/6T|V,N= 2 + NkBLog( )
E=F+TS=3N§BT
ou bien ——aLogZ/aB—3NkBT

u=9dF/dN |y, T——kBTLog( )

On retrouve bien des resultats de la thermodynamique:
=—kpTLog (y ) +10(T)
S/N=kBLog(¥)+so(T)

Une différence importante est que uo(T), et s0(T) sont
connus précisément.

b)gaz guantique, applicabilité 1/2 classique

gaz quantique, applicabilité N!
Dans le raisonnement ci dessus, on a implicitement supposé

dkx . . s
que %i JZn/LX’ c'est a dire que

1 S .
Eﬁ(h/L)2<<kBT, c'est a dire L>>\

Ceci est la condition d'application de la limite semi
classique, qui est largement applicable a toute température
raisonnable.



Ordre de grandeur:A~10A pour T=1K et m=mye=4g/mole=6e-27kg
Dans n'importe quelle boite décente, L>>A!

Dans le raisonnement ci dessus, on a implicitement supposé
que le nombre moyen de particule dans un k est <<l1.

Cette condition est beaucoup plus restrictive:

vV/A3 est environ le nombre d'état par
particule. (signification de zj)

I1 faut donc que V/A3>>N soit L>>A (N)1/3
Si cette condition (intensive, et donc plus physique), est

staisfaite, on a a peu prés Zindisc=Zdisc/N!. Sinon ca va pas
du tout!

c)systémes indépendants

Si on peut écrire H=hj({19})+h2({29}), ou h; ne dépend que
d'une partie {jqg} des d° de liberté (resp 2):

Ceci s'exprime par le fait que les {;q} et les {29} n'ont
pas dénergie hjj;,d'intéraction qui dépendrait a la fois des
{19} et {2q}.

On a alors trivialement Z =z; . z; ou zj,, sont les FP des
{1,29}- _

Ceci s'écrit encore comme F=F;+F,.

Cette propriété treés générale a été utilisée en 6°)-a)

Elle se généralise a plusieurs classes de d° de libertés, ou
plusieurs sytémes sans intéraction:

H=§h¢({iq}), alors Z=£121

Dans le cas particulier ou les {{iq}} sont identiques mais
discernables, on a alors Z=(z1)N

Cette propriété tres générale a été utilisée en 6°)-a)

e)paramagnétisme s=1/2 puis S

*N spins 1/2, dénergie hj=-uB,Si,, Sj,=t1
F=Nf, f=-kgTLog(z1), z1=2ch(PuB)

Il faudrait encore savoir automatiquement relier F a M.
Ici c'est facile car <E/N>=—JLog(z1)/dpf=-MB=uBthpuB, soit
M/Nu=th (BuB)

*N spins S, dénergie h;=-uB,Si,, Siz=-S,..,S

z=-

F=Nf, f=-ksTLog(z1), 21= iexp(—BuBsa
S



l-exp(-PuB(2S+1))
1-exp(-fPuB)
exp (PuB(2S+1)/2)-exp(-PuB(25+1)/2)
exp (PuB/2)-exp(-PuB/2)

_ sh(PuB(25+1)/2)

B sh(puB/2)
Le maximum accessible étant Mga+=NuS, on calcule M/Mgat en
fonction de fu B

_ sh(PuB (2S+1)/2)

B sh(pfuB /2)

Soit z3 =exp (fuBS)

Alors, a nouveau:
BM/N=dLog(z1)/dp, soit

M/Mgat=(2S+1)/2S coth(x(2S+1)/2)-1/2S coth(x/2)
avec x=puB
On vérifiera sans difficulté que M/Mgat->1lpour x>>1
Les différentes fonctions de Brilloin(S) donnant M/Mgat €en
fonction de PugatB=x ont globalement des formes semblables,
mais font intervenir explicitement S comme paramétre.

La pente initiale est:

(28+1)/2S coth(x(25+1)/2)-1/2S coth(x/2) =0/x%,

il faut cothx=(1+x2/2)/(x+x3/6)=(1+x2(1/2-
1/6))/x=(1+x2/3)/x=1/x+x/3

Soit {(2S+1)/2S x(2S+1)/2-x/2 /2S}1/3=x/3{(2S8+1)2-
1}/4S=x/3{4S2+48}/45%2=x/3 (S+1)

M/N=Bu2B/3 S(S+1)=CB/T, C=u2s(S+1)/3kg
La bonne variable est donc y=(S+1)x/3

M/Mgat=(2S+1)/2S coth(3y(2S+1)/2(S+1))-1/2S coth(3y/2(S+1))

1 —
Eﬁfffggz=,ﬂ—- F—
i
5=1/2 #
= ol
0.8
S=32
0.6
0.4
0.4/

0 1 2 3 4 (S+1)BuBI/3



7°)Théoreme de 1'équipartition de 1'énergie

a)Enoncé des hypothéses et du théoreéme

I1 faut faire trés attention a ce théoreme, qui
est souvent appliqué a tort. Lorsqu'il est bien utilisé, il
est cependant d'une efficacité redoutable.

*I1 faut un degré de liberté g (ou p!), qui varie

dans ]-%,+%©[ qui apparait dans le Hamiltonien uniquement
sous la forme

k

A la limite semi-classique, g intervient dans Z sous la
+ 0

forme Z= zgq Zautre°, avec la zg= .[dq eXP(—Bg q?).

- 00

On en déduit immédiatement que g est gaussien avec

<§ g2>=kpT/2, c'est a dire <hg>=kpT/2.

On retiendra donc que tout degré de liberté satistfaisant a
(*) contribue de kgT/2 a l'énergie interne.

b)Illustrations

Les exemples les plus connus sont la capacité calorifique du
Nkp
5 -
En présence de degrés de liberté de rotation (2 degrés pour
une diatomique), et si ils satisfont (*), il faut ajouter 2
Nk . Nk
455 solit Cy=5 —EE
De méme pour les vibrations, mais la il faut faire attention
au dénombrement:
Un hamiltonien de vibration comprend une vitesse et une
élongation : soit 2 kp/2 supplémentaires

_- Nkp
Cv=7 =

gaz parfait monoatomique Cy=

c)osc harmonique, limite classique

Nous allons préciser ici les cas le théoreme ne s'applique
pas, sur l'exemple de l'oscillateur harmonique quantique.

1 mm?2
H om p<. 2 g<.
En méca.Qu, on ne peut pas considérer que ces deux termes

sont indépendants, car ils ne commutent pas 1l'un avec

1l'autre: [qg,p]=ih . Cependant on connait les micro-états |n>



d'energie Ep=hw(n+l1/2). Dans la suite, on mettra l'origine

des énergies en hw(1/2), ce qui facilitera 1l'écriture.

On a alors Z = L , P(n)=exp(-phrw)/z avec les

1-exp (-phw)
moyennes calculées plus haut.

Limites interessantes:

# pfho>>1, On a alors Z=1 (un seul état occupé, celui

avec n=0), et <E>/hw~exp(-pfhw). Ce cas est tres fréquent
lorsque un dégré de liberté correspond a une energie
caractéristique treés supérieure a kgT, on a cette loi
exponentielle.

# phw<<l, On a alors Z=kgT/hw>>1 (grand nombre d'états
accessibles, celui avec n=0), et <E>=kgT. Ce cas est celui
du théoréme de 1l'équipartition, avec ici deux degrés de
liberté p et qg.

® Cas général E/hw = 1

exp (phw)-1
Cette distribution est caractéristique d'un systéme ou les
niveaux d'énergie sont non dégénérés et équidistants du

quantum hw. Cette situation est extrémement fréquente, et
fut a 1l'origine de 1la découverte (par Planck) de 1la
constante de Planck.

On a alors kgT2Cy/ (hw)2= exp(fhow)  _ 1
(exp(Pfhw)-1)2  4sh?(Bhw/2)
_ (Prw)z

Cv/kp=
4sh?2( Birw/2)
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8°)Systemes a spectre borné

a)Enoncé des hypothéses et du théoreme
L'objet de ce paragraphe est de donné un résultat contraire
a celui du théoreme de 1l'équipartition, afin d'insister sur
les hypothéses de ce théoreme.
Pour un systeme a spectre borné (Epax-Emin<®), lorsque
kgT>>D, tous les états deviennent équiprobables dans
1l'ensemble canonique. <H2>-<H>2 a sensiblement la valeur
qu'il aurait a T=®©, <H2>-<H>2=Tr(H2)/Tr(Id)-(Tr(H)/Tr(Id))?2-
On a alors kpT2Cy=D. Ce type de comportement de Cy~1/T2 est
rés courant, et caractéristique d'un degré de liberté a
spectre borné.

b)exemple

Le cas du spin 1/2 dans un champs se généralise au systémes
a deux niveaux, également tres répandus:
Si un (ou plusieurs) degrés de liberté conduisent a deux

énergie E=tA , alors z=2chfA, <E>=-AthPA,kpT2C,/A2=(1-th2pA)
Cv/kp=(PA)2 (1-th2pA).
Pour PA<<1l, on retrouve Cy/kp=(A/kpT)?, avec <H2>-<H>2=AZ,
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9°)Gaz polyatomiques: vibrations et rotations

a)Vibrations

Bien que 1l'on puisse calculer sans difficulté la Cy d'un
oscillateur harmonique (7°)b)), il est utile de savoir

comparer kgT et hwyip.

Pour la plus part des mollécules, 1l'energie de vibration
correspond a une Tyjp de l'ordre de 100 a 10000K. Dans le
domaine de T=300K, on est donc souvent dans le cas

intermédiaire kgT ~ hwyip, gqui conduit a des valeurs de
2Cy/kp non entieres.

b)Rotations

I1 faut d'abord un Hamiltonien. On se limite ici a une
mollécule diatomique. Dans le référentiel du CdM, on a

uniquement 1'Ec de la particule relative L= uv2/2 ou u est
la masse réduite, et v sa vitesse. Ici, on considere que la

distance internucléaire r est fixe, et donc
v2=r2/2(82+sin26$2). Soit pe=yr28 ; p¢=yrzsin26$

1
2ur?

*Soit en M.Q: H= (pPo%+py?/sin?0), [0,pgl=ih, [¢,pyl=ilr

On a une expression bien plus simple si on identifie d'abord

le moment cinétique L/yr2=8u¢—$sin6ue




. 1 . 3
*Soit en M.Q: H=2 L2, dont on connait les états propres

pr?

2 > — hi
|1,m>, d'énergies Ej,n= our? 1(1+1)

2
pr2’
T,=170K. Pour toute molécule autre que Hy;, T,~1-10K

Apparait ainsi 1'échelle kpgT,= Pour u=mp/2, r=ap on a

Ces deux approches paraissent treés différentes, mais on est
ici simplement confronté au probleme de la traduction de H
en termes quantiques.

~

De fait [8,pgl=ih, [¢,pp]=ilt conduisent de fagon UNIQUE a
po=h/i 9/00 et py=h/i 9/9d¢

2 92
On aurait alors H= 02/002+————
Zprz( / sin266¢2)
2
Cette expression ressemble beaucoup a HzfﬁfA; avec A sur la
0 sinBd 92
ere= 2 o= .
sphére=1/r {sineaﬁ( 20 +sin268¢2} dont les fonctions propres

sont les Y™ avec AY M=-1(1+1)/r2 yim

La différence est issue du fait que <classiquement
Po
sinf
En fait la forme A a l'avantage d'étre invariante par
changement d'axe pblaire, ce qui est un minimum!

(sinfpg)=pp? mais pas en mécaquantique.

®€0n peut alors tranquillement appliquer le théoréme
d'équipartition, mais en dénombrant 2 variables pg et py, ou
deux composantes de L .De fait dans le référentiel propre
(ur,ug,up) L n'a que deux composantes =0. Soit Cyrot=2 kp/2

Le fait que L n'a que deux composantes peut se comprendre a
partir du cas général d'une molécule avec un tenseur

. . . . 1 . .
d'inertie I non singulier Ec=§L-I'1 L, ou L a bien trois

composantes et pour 1lequel Cyrot=3 kg/2. Si une des

composantes de I-! est trés grande, ce degré de liberté de
rotation va dans son état fondamental et ne contribue plus a

Cy.Le cas diatomique est le cas limite ou Iyy=0, I,~l=+®

®Cas explicitement quantique:
Z=lEexp(—[3/[3r 1(1+1)/2) =2(21+1)exp(—[5/[3r 1(1+1)/2)

4

A la limite T>>T,:prenant J=1(1l+1), (21+1)*1=dJ, soit
(00]

Z=JdJeXp(—B/2[:’)r J)=2P,/Pp=2(T/Ty), et <E>=kgT=2 kpT/2



Avec la limite 1/2 classique on aurait:

dbdpgddd
Z=Jhpeq)hpSlz exp (-B/2Pr (Po?+py?/sin20))

Il serait plus logique d'avoir comme élément de volume dans
1l'espace des phases 1l'angle solide sinOdf6d¢. Ceci s'obtient
en prenant Pgp=pog, P¢9o=p¢/sinb, on a alors
d0dpedpdpy=dOdPed¢dPy/ |dP;i/0p5|, ou |d/d| est le jacobien
(changement d'élément de volume), qui vaut ici:

|0Pi/dp5|=1/sinb.
’e J sinBdBdPgd¢dPp,,

h2

exp (-B/2Pr (Pe2+Py?) ) =4m (2nPksT/h?)=2(T/Ty)

10°)Fonction de partition partielle

a)Définition, utilisation
Il arrive fréquemment qu'une certaine grandeur interne
extensive (notée x) soit libre de varier spontanément, mais
que la fonction de partition a x fixé, ait un sens et puisse
étre évaluée. On peut alors facilement en déduire la densité
de probabilité de x.

Soit Z(x,T,N,V...) la fonction ou x est fixé.
On a alors Ziot(T,N,V...)=ldx Z(x,...)

Il doit étre clair que cette formule est approximative en ce
sens que il n'est pas clair si l1'élément d'intégration doit
effectivement étre dx, ou bien xdx ou n'importe quoi
d'autre. Méme l'unité de Ziot est en faite incorrecte.

Quant a la D.P. de x, elle est évidemment Z(xX)/Ztot, Ce
résultat étant indépendant de la difficulté soulevée ci
dessus.

A la limite thermodynamique, de toute fagon, nous allons
nécessairement avoir un maximum treés pointu de Z(x), et x
sezra spontanément toujours treés proche de ce maximum.

On aura alors Ziot~Z(Xmax)sr aveC Xpax 1'extremum de Z(x). On

peut y compris facilement évaluer <Ax2>=(-92Log(Z)/0x2)-2
Tout cela sera encore plus transparent en utilisant

F(x,..)=-kgTLog(Z(X,..)). X sera toujours égal au minimum de
F(X). On aura Fiot=F(Xmax) et <Ax2>=kpT/(02F/0x2)

b)Exemple: dissociation de Hy

On a la réaction Hp <----> 2H. Si on note Ny le nombre total
d'atomes de H, Ny de molécules, et Ny d'atomes dissociés,
on a Np=2Npp+Ny fixé, et Ny/Np libre de varier.



Fixons donc Ny, on a alors3: Z(x)=(z2)YH2(z1)NH, ou encore:
F(Ng)=Npf2+Ngf; ou z1,2(resp f1,2) sont les fonctions de
partition (resp energie libre) par particule.

La valeur la plus probable? de Ny est celle ou dF=(f,-
f1)dNg=0 soit 2f;=f,

Avec z1,2=(V/Ni1,2 &1,2), ceci devient (V/Ny &g)2=V/Nu2 g2, ou
encore [Nu2]/[Ngl2=K=gu2/en?.

Les experts auront découvert ici la loi d'action de masse,
ou on connait la constante K qui fait intervenir les degrés
de liberté de chaque espeéece.

- Ve
On a montré plus haut que z;= ) Zvib,i Zrot,i-
iMi

On voit dans cet exemple, que la constante de Planck
intervient explicitement dans la constante d'équilibre (a
travers Aj), méme si on se place a température élevée. Ceci
vient du dénombrement 1/2 classique des états. L'évaluation
correcte des constantes d'équilibre requiert donc
l'approximation semi classique. C'est un cas important ou
1l'apport de la mécastat est indiscutable comparativement a
la thermodynamique qui ne saurait prédire la valeur de K.

c)Prédictions qualitatives
Le calcul complet sera fait en TD, mais on peut d'ores et
déja prédire les deux limites possibles:

Lorques [Np] est tres faible, l'entropie est plus
grande si on augmente le nombre de degré de liberté de
position. On s'attend a trouver [Nyg]>>[Ng2]

Dans le cas contraire, a condition que la température
soit faible comparativement a 1l'energie de liaison, on aura
[Ng]~[Nu2]exp(-PE1iaison)<<[Ng2]

A la limite PE1iaison<<l, les concentrations seront du
méme ordre.

Afaire:Liouville, Particules indiscernables, Corps noir,...

30n percevra un nombre grand d'hypothéses cachées : absence
d'interactions entre molécules...
40n aura percu que le calcul en passant par F(x) revient a chercher le
maximum de Log(P(x)), ceci conduit a un paralléle trés fort avec la
mise en contact de deux systémes.



