
11¡)Statistique de Bose Enstein

Elle joue un r�le vital en physique du rayonnement, et des
vibrations en physique du solide, car les excitations de ces
probl�mes sont des quantas indiscernables, que l'on peut
mettre en nombre arbitraires dans un mode donn� k,a. Ces
quantas ont toutes les propri�t�s des bosons, mis � part le
fait que leur nombre ne se conserve pas.

Nous allons tra�ter ce probl�me rapidement, sans faire
explicitement appel � cette notion de Bosons, mais il ne
faudra pas s'etonner de l'analogie avec la distributions de
Bose-Enstein.

a)Rayonnement du corps Noir

1)D�nombrement des modes

¥Nous consid�rons une cavit� ferm�e parallelip�dique
LxxLyxLz, (dont les parois sont r�fl�chissantes).

¥En �l�ctromagn�tisme classique, avec des conditions aux
bords p�riodiques, le champ electromagn�tique se d�compose
en ondes planes k avec la polarisation a (p/ex circulaire
droit et circulaire gauche), de fr�quence wk,a=c|k|

¥Nous faisons l'hypoth�se (justifi�e par ailleurs) que le
probl�me quantique � pour �tats propres du champ E-M, les

|{nk,a}>, d'�nergie E=å
k,a

h
_

wk,a(nk,a+1/2)

Dans la suite nous soustrayons la contribution de l'�tat
fondamental (qui est d'ailleurs infinie!)

¥Les modes autoris�s sont g=2 polarisation par vecteur

d'onde k, et un k pour (2p)3
V  dans l'espace des k.

2)Fonction de partition, Energie libre

¥Elle vaut �videmment :
ZEM= Õ

k,a
zk,a

Avec zk,a= å
nk,a

exp(-bh
_

wk,ank,a)=
1

1-exp(-bh
_

wk,a)

¥On en a d�j� d�duit:
i) n=<nk,a>=

1

exp(bh
_

wk,a)-1

ii) ek,a=h
_

wk,an
iii) sk,a/kB= (n+1)log(1+n)-nlogn

fk,a=-kBT log(1+n)



¥Ces r�sultats conduisent � l'Energie libre F du champ:

F= å
k,a
fk,a

3)Dispersion lin�aire

Jusqu'ici le calcul est valable y compris pour les
vibrations d'un r�seau harmonique.
Nous allons maintenant sp�cifier que wk,a=c|k| pour les deux
polarisations, et prendre n et W (direction de k) comme
variables.

å
k,a

Ê=Ê2 V
c3òn

2dnÊd2W

¥Cette expression donne la densit� d'�nergie rayonnante par
unit� de fr�quence et d'angle solide (et de volume!)

2Ê 1
c3
 n2 hn 1

exp(bhn)-1

¥Si on prend x=bhn comme variable:

å
k,a

Ê=ÊV 2 {kBThc }
3òx2dxÊd2W

Soit en d�finissant l = hc/kBT = 1.47cm/T(K), la longueur
d'onde typique � la temp�rature T

å
k,a

Ê=Ê2 V
l3
 òx2dxÊd2W

(R�fl�chir longuement sur les dimensions de ce r�sultat)

F= 2 kBT
V
l3
 4p ò

0

+¥
x2dxÊLog(1-exp(-x))

L'int�grale se transforme par parties en:

 [x3/3 Log(1-exp(-x))]- 
1
3  õô

ôó

0

+¥

ÊÊ x3dx
exp(x)-1Ê=Ê- 

1
3Ê

p4
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F=-2 kBT
V
l3
 4p  

1
3Ê

p4

15

Cette grandeur est au total en T4.

¥On en d�duit: S=Ñ¶F/¶T=-4F/T,E=F+TS=-3F, soit

E=+2 kBT
V
l3
 4p   p4

15
Que l'on aurait trouv� plus directement en �crivant:

E= å
k,a

nhnÊ=Ê2 kBT
V
l3
 

 õô
ôód2W

x3dx
exp(x)-1

¥On en d�duit aussi la pression de radiation :



P=Ñ¶F/¶V|T=-F/V=E/3V

¥A.N:

2 kBT
1
l3
 4p   p4

15 =7.5e-16 T4 Pa(=J/m3) pour T en K.

4)Puissance rayonn�e

Ces quantit�s (E/V, P) sont tr�s petites, c'est d� au fait
que c est tr�s grand pour la lumi�re.

La situation est tr�s diff�rente lorsque on �value la
puisance rayonn�e par unit� de surface, ce qui revient � peu
pr�s � �valuer  cE/V (W/m2)

¥On consid�re que l'�nergie nhn  est �quir�partie dans V et
ce d�place � c // � k

¥Durant dt, le cylindre de base S, de hauteur kz/k cdt
traverse le trou, et transmet:

dE=
nhn
V Skz/k cdt

Soit la puissance : Q=S/V å
k,a

cnhnÊkz/k

¥Dans une direction fixe kz/k, la puissance rayonn�e par
angle solide est proportionelle � Scosq, c 'est � dire la
surface apparente du trou.
¥La d�pendance en fr�quence fait appara�tre les m�mes
facteurs x3/(exp(x)-1) qui caract�rise 'la couleur du trou'

¥Pour la puissance totale, la somme sur k se fait pour la
lumi�re qui sort, soit kz>0.

L'int�grale angulaire et l'int�grale sur x se d�couplent, et
on trouve :

Q=ScE/V  õô
ôó

kz>0
cosqÊ

d2W
4p

Cette int�grale vaut en prenant cosq=u:
 õô
ôó

0

1

udu2 Ê=Ê1/4

Soit Qtot=1/4 S cE/V, soit finalement la puissance rayonn�e

totale par unit� de surface Jq=sT4, avec s=Êc4Ê2 
kB4
(hc)3

 4p   p4

15

i.e: s=5.6e-08 W/m2/K4, Jq~500W/m2 � T=300K, qui est 'gros'.
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Fig: x3/(ex-1) en fonction de x=hn/kBT. Noter la d�croissance tr�s
rapide pour x>2.8

¥Raisonnement qualitatif:

Pour un mode tel que hn<<kBT, on a l'�quipartition :E~kBT
Pour hn>kBT, le mode est 'gel�'.k=2pkBT/hc

On a VÊ
(2p)3

4p/3 (2pkBT/hc)3 modes exvit�s avec kBT:

E/V~kBT 4p/3 (kBT/hc)3
A des facteurs de l'ordre de 1 pr�s, ce raisonnament est correct, il
manifeste le fait que le quantum d'�nergie hn est absent si hn>kBT,
ce qui est visible dans le graphique ci dessus.

En physique classique, (h->0) E serait infini!

D'ou la d�couverte de Planck, qui lie une couleur � une Temp�rature
par : lmax~hc/kBT/2.8.

Cette lumi�re � 300K est � l~18µm, qui est largement infrarouge.
La lumi�re correspondant � 0.6µm est � T~8500K.

¥Notions pr�cise de 'corps noir':

Notre cavit� avec son trou est un corps noir id�al, � condition que
soit r�alis�e la condition suivante:

Le trou est assez petit pour que le syst�me {champ E.M} reste �
l'�quilibre bien qu'il y ait une petite fuite d'�nergie. Il faut
aussi que la lumi�re qui rentrerait dans le trou soit totalement
absorb�e avant d'avoir une chance de ressortir. Ces deux conditions
sont en fait �quivalentes, et garantissent que le champ dans la



cavit� est � l'�quilibre avec le champ � l'ext�rieur si les deux
temp�ratures sont �gales.

En pr�sence de diff�rence de temp�rature, le flux net est la
diff�rence des sT4.

Un mat�riau r�el n'est pas en g�n�ral un corps noir. S'il n'absorbe
pas toute l'�nergie incidente � la fr�quence n (coeff d'absorbsion
e(n)), et ne peut donc r�em�ttre que e(n) fois le corps noir.

¥Si e d�pend effectivement de n dans le visible, le mat�riau �
un aspect color�.

¥Si e<<1 (typ. 1% pour les m�taux), il appara�t brillant, ou
blanc (suivant son �tat de poli de surface). Une telle paroi entre
deux sources de rayonnement � des T diff�rents diminue les �changes
radiatifs. Ceci est tr�s important dans l'isolation
thermique.(Couvertures de survie, bouteilles thermos, cryostats,
sat�llites, anoraks, greniers).

¥Les mat�riaux tr�s absorbants (e~1), ont des spectres proches
de ceux du corps noir id�al.

¥La pyrom�trie consiste � �valuer la T d'une source par son
spectre d'�mission. Ceci suppose que cette source, bien que
'brillante', soit 'noire'!

b)Condensation de Bose-Enstein

Bien que �a soit un ph�nom�ne simple dans son principe, c'est
un sujet qui a fascin� les physiciens depuis sa pr�diction, mais qui
n'a �t� observ� explicitement que en 97 par Ketterley, puis Cornell
suite aux m�thodes de refroidissement par laser d�velopp�es entre
autre � Paris dans l'�quipe du Prof Cohen Tannoudji, prix Nobel 98.

Consid�rons le nombre moyen de Bosons dans V en contact avec un
r�servoir (µ) et thermostat (b):

(1) <N>=å
k
nkÊavec nk=

1
exp(b(ekÑµ))-1

et aussi <N2>-<N>2=å
k
nk(1+nk)

Dans cette somme, on a en principe µ<0, pour avoir nk non infini.

Pour augmenter la densit� on rapproche µ de z�ro, la somme dans (1)
peut devenir aussi grande que l'on veut.

A la limite thermodynamique, on a pris lm'habitude d'�crire

å
k
..= V

(2p)3ò4pk2dk..

Ou encore å
k
..= Vòr(e)de..

Soit en principe (2) <N>=V
 õô
ôór(e) de

exp(b(e-µ))-1



Si on fait ce changement dans (1), deux sc�nario peuvent se
produire:

i)¥Si (2) peut �tre aussi grand qu'on veut lorsque µ->0, il n'y
a pas de probl�me. Le passage de S � ò est correct.

ii)¥Si (2) reste fini lorsque µ->0, il y a un conflit avec (1),
qui math�matiquement est li� � la permutaion de deux limites µ->0 et
V->infini. Le passage de S � ò est certainement faux. Dans ce cas,
les premiers (en LE PREMIER) terme dans (1) a un poids qui est
n�gligeable dans (2) et pas dans (1).

Le cas i) est r�alis� � 1 et deux dimensions, ou l'int�grale ppur

µ=0, vers e petit est respectivement 
 õô
ôó de

Ö̀ebe
 et 

 õô
ôóde

be

Le cas ii) est r�alis� � d=3 car l'int�grale vaut:
 õô
ôóÖ̀ede

be

CONCLUSION:On veut fixer <N>/V � une certaine valeur n, � T donn�.

-On �value nT= õô
ôór(e) de

exp(be)-1

¥Si nT>n, µ sera strictement n�gatif et intensif, donn� par :

n=
 õô
ôór(e) de

exp(b(e-µ))-1
Le nombre de particules dans l'�tat '0' est alors

N0=
1

exp(-bµ)-1Ê~Ê
kBT
µ

qui peut �tre grand mais intensif.

¥Si nT<n, le calcul est inexact, µ va �tre infiniment petit, et on
aura besoin de calculer explicitement N0

µ sera alors fix� par :

N=VnT+
kBT
µ

qui donne un µ~Ê-Ê kBT
V(n-nT)

 qui n'est pas extensif.

Le r�sultat essentiel est que le nombre de particules dans l'�tat
'0' est macroscopique, de l'ordre de N:N0=(n-nT)V

¥Dans ce dernier cas (cas condesn� de Bose), nous allons v�rifier
que les termes suivants dans S ne donnent pas de contribution non
n�gligeable lors du passage � ò.

Ces termes sont de l'ordre de kBT
ph2/L2+µ

 avec µa1/V. On voit

imm�diatement que µ est n�gligeable dans cette expression, d�s que
p, entier est >0.



nT= õô
ôór(e) de

exp(be)-1Ê=Ê
1
l3
Ê  õô

ôó Ö̀xdx
exp(x)-1

òÖ̀xdxexp(-x)

NB:l est ici de de-Broglie l2=h2/(2pmkBT)
Ce rapport s'�value facilement en d�veloppant le num�rateur en
s�rie. Cette transformation n'a rien � voir avec le passage d'un S �
une ò.

 õô
ôó Ö̀xdx
exp(x)-1=

 õô
ôóÖ̀xdx å

p³0
exp(-(p+1)x)=( å

p>0
p-3/2)òÖ̀xdxexp(-x)

D'ou le r�sultat: nT=
1
l3
( å
p>0

p-3/2),

le dernier nombre est z(3/2) de Riemann~2.612.
A des temp�ratures telles que nl3>z(3/2), le syst�me est condens� de
Bose. Il est alors tr�s loin du r�gime de Maxwell-Boltzmann nl3<<1.

L'application de ce crit�re � l'h�lium liquide conduit � une Tc de
3K, proche de celle de superfluidit�, 2.17K. Ce qui sugg�re un lien
entre ces deux ph�nom�nes. En fait dans le cas de l'h�lium, les
int�ractions entre particules sont tr�s importantes, et le mod�le de
G.P. quantique n'est pas applicable. Comme preuve, il est
superfluide � d=2.


